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INTRODUZIONE

Questa tesi tratta del moto di filamenti vorticosi quasi paralleli in un fluido
incomprimibile omogeneo e prende spunto da alcune note di Gustavo Ponce
dal titolo “The interaction of almost parallel vortex filaments”. In questo
scritto vengono riassunti alcuni risultati, ottenuti dall’autore insieme a Kenig
e Vega, raccolti in un articolo precedente [6]. A quest’ultimo lavoro si fara
spesso riferimento nel corso di questa tesi.

Lo studio del campo di vorticita e una parte della fluidodinamica di grande
interesse scientifico, sia da un punto di vista modellistico, che da un punto
di vista prettamente analitico, soprattutto per fluidi tridimensionali. Infatti,
anche per il moto di un singolo filamento di vortice, il discorso si complica
passando dal caso bidimensionale al caso tridimensionale. Se in due dimen-
sioni e semplice calcolare la velocita indotta dalla vorticita, in tre dimensioni
si presenta il problema detto dell’autoinduzione: la velocita autoindotta dalla
vorticita non e calcolabile esplicitamente dal momento che si ha un problema
di singolarita.

In questa tesi e descritto il modello della L.I.A. per risolvere, tramite ap-
prossimazione, il problema dell’autoinduzione. Il risultato ottenuto e quindi
applicato al caso particolare di filamenti di vortice quasi paralleli, la cui

evoluzione ¢ data da un’equazione di Schrodinger lineare. Il modello si com-



pleta aggiungendo la mutua interazione tra piu filamenti di vortice, con-
siderati come se fossero perfettamente paralleli. Quest’ultima parte conduce
ad un potenziale di tipo logaritmico nelle distanze tra i filamenti.

Seguendo le linee tracciate da Kenig, Ponce, Vega in “On the interaction
of nearly parallel vortezr filaments”, si analizza il sistema di moto per N fila-
menti vorticosi quasi paralleli e vengono descritte particolari soluzioni di tipo
elicoidale. La struttura Hamiltoniana permette uno studio piu approfondito
del sistema, in base al quale e possibile formulare un teorema per la stabilita
delle configurazioni costanti.

In particolare questa tesi e suddivisa in cinque capitoli e due appendici.
Nel primo capitolo si studiano le proprieta del fluido per dedurre il sistema di
Eulero associato al campo di velocita. Si definisce quindi la vorticita e se ne
deducono le equazioni in dimensione 2 e 3 ; inoltre si dimostra qualche risulta-
to teorico riguardanti i filamenti di vortice, come il teorema della circolazione
di Kelvin e il teorema di Helmholtz.

Il capitolo 2 ¢ dedicato al moto di punti di vortice nel piano. Si ricava
il campo di velocita indotto da un singolo punto di vortice e si estende il
risultato al caso di N punti di vortice. Ricaviamo quindi il sistema che
ne descrive ’evoluzione nel tempo, studiamo la funzione Hamiltoniana che
presenta un potenziale logaritmico come funzione delle distanze tra i punti
di vortice, e infine descriviamo soluzioni particolari del sistema di moto, che
siano configurazioni di equilibrio fisso o relativo.

Nel terzo capitolo si analizza il moto di un singolo filamento vorticoso. Si
introduce il problema dell’autointerazione di un filamento di vortice, che con-

duce ad un’ equazione integrale con singolarita, generalmente non risolubile.



Ci serviremo del modello L.I.A. (Local Induction Approzimation) introdotto
per la prima volta da Da Rios [4] e si giungera ad una approssimazione del-
la velocita in un punto vicino al filamento di vortice, dipendente solo dalle
proprieta locali del filamento stesso. Daremo una giustificazione del modello
L.I.A. e vedremo che I'equazione della velocita ¢ associata ad una equazione
di Schrodinger non lineare. Applicheremo il risultato ottenuto al caso di
un filamento di vortice quasi parallelo; in tal caso il moto e descritto da
un’equazione di Schrodinger lineare.

Nel capitolo 4 applichiamo i risultati ottenuti nei capitoli precedenti e
seguiamo le argomentazioni introdotte da R.Klein, A.Majda, K.Damodaran
in [7] per ottenere un modello per l'interazione di N filamenti vorticosi quasi
paralleli. Si studia il sistema di moto che ne deriva, in particolare la struttura
Hamiltoniana e quantita conservate. Scriveremo alcune soluzioni esplicite
del moto di N filamenti di vortice quasi paralleli della stessa intensita. In
particolare ci concentreremo sui moti elicoidali, omografici, corrispondenti a
configurazioni costanti. Sono date anche soluzioni calcolate per via numerica.

Infine il capitolo 5 e dedicato allo studio della stabilita di particolari
soluzioni del sistema di moto. Esponiamo un teorema dovuto a Kenig, Ponce,
Vega riguardante la stabilita della configurazione costante di tre filamenti di
vortice della stessa intensita. E’ opinione degli autori che per piu di tre
filamenti di vortice il sistema non sia stabile, alla luce anche di risultati

numerici riportati in [1].



Nelle appendici sono riportati cenni sulla variazione di un funzionale e
la dimostrazione del teoremi di esistenza e unicita locali delle soluzioni di

O.D.E. e della dipendenza continua della soluzione dai dati iniziali.
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Capitolo 1

EQUAZIONI DI MOTO DEL
FLUIDO

In questo capitolo sono descritte le principali proprieta di un fluido e sono
riportati alcuni classici teoremi riguardanti il campo di velocita e il campo di
vorticita. Le definizioni e i risultati ottenuti, se non espressamente indicato,

sono tratti dai testi di Newton [9] e di Majda, Bertozzi [8].

1.1 SISTEMA DI EULERO

Consideriamo un fluido ideale, incomprimibile e omogeneo e denotiamo con
oi(Zo) = Z(t;7y) = Z(t) = (x1,29,23)(t) la posizione al tempo ¢ di una
particella di fluido che si trovava in xy al tempo t = 0.

Indichiamo con ¢ = ¥(Z, t) il campo di velocita del fluido e diciamo che
il flusso e stazionario se il campo di velocita e costante nel tempo, cioe se
0

Eﬁ(f, t) = 0. Chiamiamo linee di corrente le linee nello spazio ovunque

tangenti al campo di velocita ad ogni istante fissato, traiettorie le linee
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seguite dalle particelle di fluido nel tempo, ovvero le soluzioni del sistema

Dalle definizioni precedenti segue che se il flusso e stazionario allora le linee
di corrente e le traiettorie coincidono.
Notazione

Di seguito indicheremo con

V.-u divergenza

V XU rotore

di un campo vettoriale .

Definizione 1.1 (Incoprimibilitd) Un fluido si dice incomprimibile se la

densita rimane costante lungo le traiettorie .

Consideriamo una porzione di fluido e immaginiamo di seguirla nel tempo
lungo le traiettorie, allora se il fluido ¢ incomprimibile il moto avviene in
modo tale che la porzione cambia forma ma non volume. Se indichiamo con
Vb la posizione della porzione di fluido considerata al tempo ¢t = 0, ovvero
I'insieme delle posizioni delle particelle di fluido contenute nella porzione e

con V; = ¢4(Vp) la posizione della stessa porzione di fluido al tempo ¢, allora
d e —
0=— [ dV = v-nds = V.-udV.
Enunciamo quindi il seguente teorema.

Teorema 1.1 Se un fluido e incomprimibile, il suo campo di velocita ¢ a

divergenza nulla e viceversa.
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Definizione 1.2 (Derivata materiale) Sia f = f(Z,t). Chiamiamo deriva-

ta materiale di f la funzione

D

D= 5y
La derivata materiale indica la variazione della funzione f lungo le traiettorie.
Infatti
d 0
&f(%(t)ﬁz(t),ﬂf?,(t),t) = atf(xl,l"z,x:’nt) +Ul—f + v f + U3—f

8 —
= at (z1, 22,23, 1) + TV f
= o f ,

Teorema 1.2 (Teorema del trasporto) SiaV la posizione di una porzione

di fluido e V; = ¢¢(V') la posizione della stessa porzione al tempo t. Allora

[ s v = [ (Gr@En+ @ aEn) e

dt Dt
Dimostrazione.
d 9 BN
& sEnav = /V s/ Enav+ [ g
[ IO
_ /Vﬁf(a:,t)dv+/%v.(f(x,t)v(a;,t)) v
= [ GHE0 V@ T+ @O T D) av
D
_ /V (5o/ () + (T - 3, ) ) dV

O

Si consideri I'equazione di bilancio della quantita di moto per una porzione

di fluido in un volume V; trasportata dal flusso:

d —»
pv dv = / t(Z,n) da—l—/ pgdVv (1.2)
dt Vi Vi
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-

dove p indica la densita del fluido e t(Z, 77) lo sforzo nel punto & sulla superficie
di V;. Nellipotesi di Cauchy che lo sforzo sia lineare rispetto alla normale,
introduciamo il tensore degli sforzi T tale che #(Z,7) = T'(Z) - i, quindi per

la (1.1) riscriviamo la (1.2) nella forma

D
/(—(p6)+p5-(v-v)) dV:/V-TdV+/p§dV.
v, \Dt Vi Vi

Dall’equazione precedente, nell’ipotesi che il fluido sia incomprimibile, segue

)
ST VT=V-T+pg. (1.3)

In questa tesi consideriamo fluidi sempre ideali, ovvero che esista una funzione
scalare p = p(Z,t), pressione, tale che per ogni dominio W C R3 la forza
esercitata su OW sia sempre perpendicolare alla superficie stessa e uguale,
per unita di area, a p = p(Z,t). Quindi il tensore degli sforzi assume la
forma T' = —pld e V - T = Vp ; se inoltre tralasciamo le forze di volume
e consideriamo il fluido omogeneo, ’equazione di bilancio della quantita di

moto (1.3) assume la forma

a—" v d 3\
&v—i-v-(v-v)f—Vp. (1.4)

L’equazione (1.4) insieme al vincolo di incomprimibilita determina il sistema

di Eulero per il campo di velocita del fluido

U (z,0) = v (x)
Sia 7 € C'(R?) e si consideri la matrice jacobiana
aﬂclvl azgvl a:rgvl
JU = aw1U2 8xgv2 a1737}2

0961 V3 8;02 U3 &53 V3



1.1. SISTEMA DI EULERO 12

allora, usando lo sviluppo di Taylor, si ottiene
T(Z 4 h,t) =& t) + (JO) (Z,t) - b+ O(||h]]?)
= (Z,t) + (S (Z,t) + Q(Z,1) - h + O(||n]]?)
dove
scat)::§<@nn4-@hnﬂ<f¢) e gxf¢)::§gqﬁ)—(JUy)@;o

sono rispettivamente la parte simmetrica e antisimmetrica di JvU (Z,t). No-
tiamo quindi che in un piccolo intorno di ogni punto ¥ la velocita e data
dalla somma di tre contributi, una velocita di traslazione, deformazione e

rotazione.

Definizione 1.3 (Vorticita) Dato un campo vettoriale U(Z,t) si definisce

vorticita & (Z,t) di U(Z,t) il campo vettoriale
G(Z,t) =V x U(Z,1) . (1.6)

Dimostriamo ora un teorema che ci permette di trovare soluzioni esplicite

del sistema di Eulero (1.5).

Teorema 1.3 Sia S(t) € M(3, R) una matrice simmetrica, di traccia nulla.

Sia &(t) la vorticita data come soluzione del problema di Cauchy

| &

-5 =5(1)@

0

&l o

~—

= Wy
e sia €2 la matrice antisimmetrica tale che -1 = %J) x @ . Allora il campo

di velocita e la pressione definiti da

maw:%@xf+anf
- 1 d 2 2 - o
m%o:—ﬁhﬂaw+suyuzm 73

sono soluzione del sistema di Eulero(1.5).
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Dimostrazione. Calcoliamo la derivata rispetto a x; della prima equazione

del sistema di Eulero(1.5). Per ogni componente v’ della velocita @ si ha:

(V3 )e + Z v (g, o, + Z(vik)(vij) = Pz, - (1.7)

Introduciamo la notazione matriciale

L’equazione (1.7) si riscrive nella forma

D
SV HVi=-P (1.8)

dove

()= 50) « 9], =i

ik
Vogliamo cercare delle relazioni tra la parte simmetrica S e la parte an-
tisimmatrica €2 della matrice V', matrice jacobiana di «@. Poniamo quindi

Sz%(V—i—Vt) eQ:%(V—Vt>. Allora
V2= <Q+S>2: (QZ+52)+ (QS+SQ> .

Quindi dividendo I'equazione (1.8) nella parte simmetrica e antisimmetrica

otteniamo la coppia di equazioni per S, €2, P

D
—tS+S2+Q2:—P i)

S QFQ-S+S-Q=0 i)

Se @& ¢ la vorticita di @, & = V x ¥, allora Q- h = %J} x h e 'equazione (144)
e equivalente alla

D | . -
D—tw—S(t)w. i")
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~—

Poniamo quindi v (Z, ¢

V x (§(7,t)) =V x (%@(t) X f) +V x (S(t) :E’)
)

Per definizione di & e essendo & dipendente solo dal tempo si ha che la

condizione i7*) & soddisfatta. Ponendo € tale che Q- h = 3 & x h definiamo
D
P=—(58+5+02)
Dt + o7+
in modo che anche la condizione (i) sia soddisfatta. Notiamo che la ma-

trice P(t) appena definita ¢ simmetrica, quindi ¢ la matrice hessiana di una

funzione scalare e precisamente di p(Z,t) = 3 P(t) Z - . Infatti

0 . 1 1
k#£j )
0 1 1
T t)=-P,+-P, =D .
Ox;0x p(@:1) 9" b * 9" I ik

1.2 EQUAZIONE PER LA VORTICITA’

A partire dall’equazione (1.4) vogliamo ricavare un’equazione per la vorticita
W=V Xxu.
Ricordiamo le relazioni vettoriali
Vx((uxv) = d(V-0)+0-Vi—u-Vi—0(V-1) (1.9)

V(7)) = @x(Vx¥)+0x (Vxid)+i Vi+i- Vi
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e nel caso in cui & =7
| P
V<§u u)zu><(V><u)+U-Vu. (1.10)
Quindi per la (1.10) la (1.4) equivale a
0 1, .0 . .
— U0+ V(=7-7)—0x (Vxv)=-Vp (1.11)
ot 2
Calcolando il rotore della relazione (1.11) e ricordando che
o 0 .
V x <&u>—§(v><u) e Vx(Vf)=0,
si ottiene la relazione
(1.12)

%J}—Vx(ﬁx&)_o.

Allora per la (1.9) possiamo riscrivere la relazione precedente nella forma

%@—5(v-@)—cv-vma-w—@-wzo. (1.13)

Notiamo che V - w = 0 in quanto la divergenza di un rotore ¢ sempre nulla e

che V-v = 0 per l'ipotesi di incomprimibilita del fluido. Quindi dall’equazione

(1.13) otteniamo I’equazione per la vorticita

%w+17 Vo —-&-Vi=0 (1.14)
o in forma compatta
D
D—tu? = (J-V)U (1.15)
D — — —
— J; (W-V)v; j=1,...,N (1.16)

w
Dt ’
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Il vantaggio della formula precedente e l'assenza del termine di pressione;
I’evoluzione della vorticita dipende solo dai valori locali della velocita e della
vorticita del fluido.

Notiamo inoltre che se &(Z,0) = 0 allora &(¢;(Z),t) = 0 per ogni ¢t > 0.
Teorema 1.4 L’equazione della vorticita (1.15) é equivalente alla formula
—(J) = S . (1.17)

Dimostrazione. Mostriamo che (J - V)v; = (S&J); con S la parte simme-
trica della matrice jacobiana di ¥. Poniamo j = 1, per le altre componenti si

agisce alla stessa maniera.

530 = (g3 + 5e) 3 (e + 22)) - (enens)
Ovy 1(01}1 0v2>w2 1(8?}1 8U3>w3.

= — + - — — — — —_—
aZE1WI 2 (hg 8x1 2 8ZE3 8%1

D’altra parte
. B vy Ov; Oy
(J-V)ur = (w1, ws,ws) - <_8m1 Oty _8903)

8@1 81}1 81}1
= w1 + W2 + w3

6’x1 axg 8x3

quindi

(S(E)l - ((Ij . V)Ul ==

2 8x1 8[[‘2 2 8171 8333
w w
= 72(—013) + 73(%)
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O

Vogliamo ora investigare maggiormente sul campo di vorticita, a par-
tire dalle relazioni (1.14) e (1.15). Consideriamo per il momento un flusso
bidimensionale,

U= (UlaUQaO)
W=V xvU= (0,0,@xva — &Ezvl) =W .

Consideriamo quindi la vorticita come uno scalare e la relazione (1.14) si

semplifica nella forma scalare

a g —
aw#—(v-V)w-O (1.18)
ovvero
Dw d - 0 S o
Dt 4 v (¢u(Z0),t) = Y (V- V)w=0 (1.19)
e

w (Pe(Zo),t) = w (7).

Riassumiamo il risultato ottenuto nel prossimo teorema.

Teorema 1.5 In un fluido bidimensionale la vorticita € trasportata dal flus-

S0.

Il risultato precedente esprime una proprieta fondamentale di un fluido piano:
se in un punto Z del fluido e applicata al tempo ¢ = 0 una vorticita &, allora
per ogni tempo ¢ al punto ¢;(Z) sara applicata la stessa vorticita &, cioe la

vorticita rimane invariata lungo tutta la treiettoria del punto Z.
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Inoltre si ha che

et Ol = hoolly = @) " p e (1,00

e sono indipendenti dal tempo anche le seguenti quantita

/ w(@ t)ydz , I :/ (9 — x)w (T, t)dd , M = |Z|2w(Z, t)dT .
R? R2 R2

Si rimanda a [9] per la dimostrazione.
Consideriamo ora un fluido immerso in R®. Dalla relazione (1.15) abbiamo

che

d_. .. . e
3 (@), 1) = 3+ V) T (&n(o) , 1) (1.20)

Quindi, a differenza di quanto succede nel caso di fluido bidimensionale,
la vorticita non rimane invariata sulle traiettorie. L’'ultimo termine a destra
della relazione (1.20) ¢ detto vortex-stretching. In particolare dimostriamo

che vale la seguente formula:
(@), ) = Tz, (60(T0) 1) D0, ) (1.21)
dove Vj, indica il differenziale rispetto a .

Teorema 1.6 Sia U(5,t) un campo di velocita differenziabile e ¢(Z) il campo

di traiettorie soddisfacente

d
— o (T) = V(¢ (X)), t
S0uE) = (@), ) o)
¢o(Z) = &
Sia noltre E(f, t) un campo vettoriale differenziabile. Allora
D- -
—h=(h-V)U (1.23)
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se e solo se
h(6u(Z), 1) = Vapu(T)ho(T) . (1.24)

Dimostrazione. Differenziamo la (1.22) rispetto a Z e otteniamo

d I ,
3t VE0u@) = Vi@ - Vadu(T) (1.25)

quindi moltiplichiamo ambo i membri della (1.25) per ho (%)

d N T 4 T =
3t Va0u(@) - ho(@) = Vi @) - Vadu(@)ho(2) -

Se (%, t) soddisfa la (1.23) vuol dire che

d g — — T —

3 (@), 1) = Vi@, - h(6u(@), 1) -

Osserviamo che le funzioni V¢, () - ho(Z) e h(¢y(T), t) soddisfano la stessa
equazione differenziale ordinaria con lo stesso dato iniziale. Quindi per unici-

ta della soluzione delle O.D.E. si ha che le due funzioni coincidono. Abbiamo

quindi la tesi.

O

Otteniamo dunque la formula (1.21) sostituendo nella (1.24) w(Z,t) al posto
di h(Z,t) .

La formula (1.21) esprime il fatto che muovendosi nel tempo lungo una
zero da un fattore dipendende dal flusso.

Chiamiamo J;(Z) = det(Vz¢:(Z)), la matrice jacobiana del flusso rispetto

allo spazio. Si puo dimostrare che

0 . o
5 = (V- 0) (@)1 S (T)
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quindi se il fluido & incomprimibile J;(Z) € costantemente uguale ad uno. Si
veda [8] per maggior dettagli.

In particolare se il fluido ¢ bidimensionale

‘;}71 ;‘2 0
Vi (T) = 2920
0 0 1

e J(7,0) = wo(). In base alla (1.21) abbiamo w(¢: (), t) = wo(Z), otteniamo
ancora quanto gia notato in precedenza, ovvero che la vorticita e trasportata
invariata dal flusso.

Per una studio pitt completo e approfondito del campo di vorticita in due

e tre dimensioni si veda [9].

1.3 CIRCOLAZIONE E TEOREMA DI KELVIN

Sia C' una curva semplice chiusa definita nel fluido. Chiamiamo C; = ¢;(C')

la curva ottenuta trasportando C' lungo il flusso.

Definizione 1.4 (Circolazione) Si dice circolazione del fluido attorno alla

curva Cy l'integrale

(G, = ji 5. ds . (1.26)

Teorema 1.7 (Teorema della circolazione di Kelvin) Sia ¢(Z,t) il cam-
po di velocita di un fluido ideale incomprimibile e omogeneo. Allora la

circolazione I'(Cy) & costante nel tempo.

Dimostrazione. Sia Z(s) una parametrizzazione della curva C', 0 < s < 1,

allora una parametrizzazione naturale della curva C; ¢ ¢(7(s)), 0 < s < 1.
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Quindi

(ir(c) glt/ ((bt( i(s)), > : %@(f{s)) ds . (1.27)

Portando la derivata sotto segno di integrale nella (1.27) e ricordando che

a ., P .
&gbt(x(s)) = (¢p4(Z(s)), t), otteniamo
%r(ot) = /0 (%mv vv) -%@(f(s))ds

I'D . . 0 .,
= | priteaen. - g
9,

n / Fen(@(),0) - 5T (@) ds . (128)

L’ultimo termine della (1.28) ¢ uguale a

1

3| el op ds =0

in quanto la curva C e chiusa. Quindi

d d D
Sriey=S4¢ v.di=¢ —v.d3.
ai L (@) dtfcv S A o

Per concludere la dimostrazione del teorema di Kelvin facciamo uso della
prima equazione del sistema di Eulero (1.5) scritta nalle forma

D
—F=-V
Dt P

e del fatto che la curva C} ¢ chiusa. Dunque

—r (C) = j{—v d5 = — ]{Vp-dE':O.
Ct
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O

Osservazione. Se la lunghezza della curva C; diminuisce (risp.aumenta)

durante il moto della curva stessa, allora dalla conservazione della circo-

lazione, ]{ U - dS = cost, deduciamo che la componente tangenziale della
Cy

velocita sulla curva aumenta (risp. diminuisce).

Corollario 1.1 Sia A una superficie con contorno C immersa nel fluido e
Ay la superficie ottenuta trasportando A lungo il flusso. Allora il flusso della

vorticita attraverso la superficie Ay é costante nel tempo.

Dimostrazione. Applicando il teorema di Stokes alla (1.26) abbiamo

r(ct)—jf ﬁ-dg’—/ Vxﬁ-dg—/ &-dS .
Ct At At

La tesi segue dunque dal teorema della circolazionedi Kelvin.

O

Definizione 1.5 (Linea di vortice) Una linea di vortice (risp. superficie)

¢ una curva (risp. superficie) tangente in ogni suo punto alla vorticitd &.

Teorema 1.8 Sia A una superficie (risp. linea) che sia inizialmente superfi-
cie (risp. linea) di vortice e supponiamo che A si muova con il flusso. Allora

A rimane superficie (risp. linea) di vortice per ogni tempo.

Dimostrazione. Sia 7i(Z) la normale alla superficie A nel punto # al tempo
t =0, allora & -7 = 0 in ogni punto di A. Sia A una qualsiasi porzione della
superficie A, allora il flusso di vorticita attaverso A & uguale a zero per t = 0.

Per il corollario (1.1) si ha che per ogni ¢

/J)-ﬁdSzO.
A
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Per D'arbitrarieta della porzione A concludiamo che per ogni t e per ogni

€ Ay sihad-n=0, quindi A; & una superficie di vortice.

Riportiamo un’altra dimostrazione piu diretta del teorema precedente.

Sia C' una curva di vortice al tempo ¢t = 0
C={#(s):0<s<1},

tale che

Ca(s) = M) () Ms) £0.

Sia C; la curva ottenuta trasportando C' lungo il flusso
Cy={(#(s)) : 0<s <1} .

Possiamo affermare che la curva C; rimane una linea di vortice se dimostriamo

che

L 0u(#(5)) = A)F0u(F(5)), 1) ¥t

Calcoliamo

S0n(T(s)) = Vaoula(s) - 17(5)

ovvero quello che volevamo mostrare.
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1.4 TUBO DI VORTICE E TEOREMA DI
HELMHOLTZ

In questa sezione si introduce la nozione di tubo di vortice e intensita di
tubo di vortice e se ne studiano le caratteristiche fondamentali. Questi due

concetti sono fondamentali per il seguito di questa tesi.

Definizione 1.6 (Tubo di vortice) Sia C' una curva chiusa nello spazio.
St definisce tubo di vortice la parte di spazio delimitata dalle linee di vortice
passanti per i punti della curva C. Intenderemo per superficie laterale del

tubo di vortice la collezione delle linee di vortice passanti per i punti di C'.

Dalla definizione precedente segue che la vorticita e tangente alla super-
ficie laterale di un tubo di vortice.

Dimostriamo ora un teorema, attribuito ad Helmholtz, in cui si enuncia
una importante proprieta dei tubi di vortice e quindi definiamo 'intensita di

vorticitd di un tubo di vortice.

Teorema 1.9 (Teorema di Helmholtz) Siano Cy, Cy due curve chiuse

prese sulla superficie laterale di un tubo di vortice che circondino il tubo

1:/ U-d§:/ 7-ds . (1.29)
Cl 02

Inoltre la quantita I rimane costante nel tempo se il tubo di vortice si muove

stesso, allora

con il flusso.

Dimostrazione. Chiamiamo S la superficie laterale del tubo di vortice

compresa tra le due curve C; e (5, S; e Sy le superfici bidimensionali il
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cui contorno sono la curve C e Cy e V la regione di spazio di contorno

> =S5US;US,. Peril teorema della divergenza

0 = /V-(Dd:c
Vv
- /@-M
)
:/ 5-d/¥+/5-dff. (1.30)
S1USo S

Per definizione di tubo di vortice si ha che .S € una superficie di vortice quindi

la vorticita e tangente a S in ogni suo punto, quindi

/cv-dffzo. (1.31)
S

Inoltre per il teorema di Stokes

/U-d§ = /cv-d/f (1.32)
Cl Sl

/17-d§ = —/&-d/i’. (1.33)
CQ SQ

Per le relazioni precedenti (1.31), (1.32), (1.33), abbiamo dalla (1.30)

0 :/ G- dA
S1US>

= /ﬁ-d§—/17-d§.
Cl CQ

Abbiamo cosi dimostrato la prima parte del teorema.

Per quanto riguarda la seconda parte osserviamo che per il teorema (1.8)
un tubo di vortice rimane tale quando e trasportato dal flusso quindi per
il teorema della circolazione di Kelvin (1.7) l'intensita rimane costante nel

tempo.
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Definizione 1.7 (Intensita di un tubo di vortice) SiaT un tubo di vor-
tice e A una qualsiasi sezione di T'. Si definisce intensita di vorticita del tubo

T la quantita
/ &-dA (1.34)
A

Dal teorema di Helmholtz concludiamo che I'intensita di vorticita di un
tubo di vortice non dipende dalla particolare superficie A sulla quale si e
calcolato 'integrale (1.34) e che non cambia durante il moto del tubo lungo

il flusso.



Capitolo 2

MOTO DI PUNTTI DI
VORTICE

In questo capitolo ci occupiamo del moto di punti di vortice in un fluido
bidimensionale. I principali riferimenti bibliografici sono [10] e, soprattutto
per le leggi di conservazione, [9].

Supponiamo che all’istante ¢ = 0 la vorticita sia concentrata in N punti
del piano e zero altrove e ci chiediamo come varia il campo di vorticita con lo
scorrere del tempo, ovvero come si muovono i punti di vortice. Ci serviremo
essenzialmente della relazione (1.19), cioe del fatto che la vorticita venga
trasportata dal flusso. Quindi dobbiamo risalire al campo di velocita a partire

da un dato campo di vorticita, cio¢ invertire la formula (1.6).

27
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2.1 INVERSIONE DEL LAPLACIANO:
LEGGE DI BIOT-SAVART

Per definizione, dato un campo di velocita v (Z,t), la vorticita & (Z,t) e
W=V xu

Vogliamo invertire la formula precedente, cioe vogliamo scrivere la velocita

in funzione della vorticita. Ci serviremo della seguente relazione vettoriale
Vx(Vxu)=V(V-u)—Aud
per calcoliamo il rotore di &

Vxd = Vx(Vx7)

Essendo il fluido incomprimibile la (2.1) diventa
V xd=—-Av

Quindi, conoscendo la vorticita, possiamo risalire alla velocita che, a meno
di addizione di un qualunque campo irrotazionale, ¢ data dalla legge di

Biot-Savart
T=Vx(-A)'G . (2.2)

(i siamo quindi ricondotti al problema di invertire I'operatore laplaciano. Nel
caso in esame il dominio di definizione & tutto R? (o R?) quindi 'inversione del

laplaciano di & avviane tramite la convoluzione di & con i nuclei — log |Z| /27
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in dimensione 2 e 1/(4x|Z]) in dimensione 3. Quindi rispettivamente al caso

2 0 3-dimensionale abbiamo

57 = VX(_logf’*w(f)) (2.3)
F@F) = Vx (_4;'5'*@(5)). (2.4)

Nel caso bidimensionale svolgiamo il prodotto esterno e riscriviamo la

relazione (2.3) nella forma

log | 7|
2T

7 (2) = VEAT'G(T) = (8, —am)( . m@)) . (2.5)

2.2 MOTO DI UN PUNTO DI VORTICE

In questa sezione studiamo il moto di N punti di vortice nel piano. Incomin-
ciamo considerando il caso in cui la vorticita al tempo ¢ = 0 sia concentrata
in un intorno di raggio a dell’origine, cioe

W(f, 0) = XBa(O)(f) .

Ricaviamo il campo di velocita usando la legge di Biot-Savart (2.5) :

1 =
(7)) = Vi/ M dy .
a(O) 27T

Calcoliamo l'integrale

1 =2 a 1 2T
/ W dy = / rdr2—/ log |Z — ¢/]d6 .
Ba(0) T 0 ™ Jo

Per il teorema della media per funzioni armoniche si ha che

1 2
o / log |7 — 718 = log ( max(|], |71)) (2.6)



2.2. MOTO DI UN PUNTO DI VORTICE 30

quindi, ponendo |Z| = R, |y| = r, si ha che

1 =2 a
/ M dy = / r log R dr
Ba(0) 2m 0

2

= %logR : (2.7)

se R>a

mentre se R < a

1 = a 1 2m
/ log|Z—g] - _ /rdr—/ log |# — ]df
B (0) 2 0 2m 0
R 27
1
= / rdr—/ log |7 — y|df
0 21 Jo

a 1 2
+ / rdr—/ log |Z — ¢]d0
R 2m Jo

R a
= / rlongr—i—/ rlog rdr
0 R
a2 @2 R
= —1 —— 4+ —. 2.
5 loga — - + 1 (2.8)

Possiamo a questo punto calcolare la velocita .

Se |Z] = |(x1,22)] = R < a allora per la (2.5) e la (2.8) si ha

. a2 PR QI
Far,23) = (=0, —8I1)<?loga _e 1_2>

4 4
1
= 5(— T2, 331)

mentre se |Z| = |(x1,x2)] = R > a allora per la (2.5) e la (2.7) si ha

2
F(@1,3) = (= Oy, — 00, (5 log(a} + 23))

) 4
= ZG_RZ(_ T, T1) .
Riassumendo
Sma)  R=l@w) <a

U(Z) = (vi,v2)(21, 22) = 2 (2.9)
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Notiamo che la velocita ¢ di tipo puramente rotatorio con centro nell’origine
degli assi. Il modulo della velocita ¢ proporzionale alla distanza dal centro
nei punti di vorticita diversa da zero, invece dove la vorticita e nulla, cioe
fuori dalla palla B,(0), il modulo della velocita decresce a zero man mano che
ci si allontana dal centro. Quindi, dal momento che la vorticita e trasportata

dal flusso, abbiamo
w (f7 t) = XBa(O)(f) Vte R .

Consideriamo ora il caso in cui la vorticita iniziale wy(¥) sia concentrata

nell’origine
wo(Z) =TH(%) .

Trattiamo questo caso come limite per a — 0 del medesimo problema con
dato iniziale

— F —
wo(7) = @XBQ(O)(@ .

Otteniamo quindi il seguente campo di velocita

r
2m R?

U(f, t) = (’Ul,l}g)(f, t) = (—Ig,xl), R = |Zf| >0. (210)

Quindi il fluido ruota attorno all’origine con velocita angolare sempre piu
grande man mano che ci si avvicina all’origine. Tuttavia dalla (2.9), per
ogni a, la velocita indotta da una distribuzione di vorticita x g, (o) ¢ nulla nel
centro della palla B,(0); inoltre ¢ nulla anche la media della velocita su tutta
la palla B,(0), cioe i punti della palla sono mandati in altri punti della stessa
palla e I'unione di tutte le velocita non provoca spostamento della porzione
di fluido racchiusa in B,(0). Queste considerazioni sono vere anche nel caso

limite di a — 0, quindi concludiamo che il punto di vortice non si muove.
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Osservazione. La velocita indotta da un punto di vortice e il limite esatto,
non approssimato, di quanto calcolato nel caso di una concentrazione di vor-
ticita del tipo xp, (). Quindi il punto di vortice, fisicamente non realizzabile,
approssima bene una situazione reale in cui la vorticita e concentrata in un

intorno B,(0) con a abbastanza piccolo.

2.3 MOTO DI N PUNTI DI VORTICE

Finora abbiamo studiato il moto di un singolo punto di vortice e abbiamo

concluso che il punto di vortice non si sposta dalla sua posizione iniziale.

......

punti del piano (Zy,...,Zx) con intensita eventualmente diversa:
N
wo(Z) =Y T;0(F— ;) . (2.11)
j=1

Chiamiamo X (t) = (z;,y;)(t) la posizione del j-esimo vortice al tempo
t. Sappiamo dalla (1.19) che la vorticita & trasportata dal flusso, quindi le

traiettorie X;(t) soddisfano la relazione

d

—X
dt

i(t) = 0(X;(t), 1) (2.12)

e le intensita I'; rimangono invariate. Quindi avremo

w(T,t) = era(:z— X; (1)) . (2.13)

La velocita al tempo ¢ dell’equazione (2.12) & quella che si ottiene applicando
la legge di Biot-Savart (2.5) alla vorticita al tempo ¢ espressa dalla relazione

(2.13). Siccome ogni punto di vortice induce un campo di velocita che non
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crea spostamento del vortice stesso, la velocita nel punto X;(¢) € somma dei

contributi derivanti dagli altri vortici. Piu precisamente dalla (2.12) si ha:

X;(t) = 9(X;(t),t) = VHA) w(X;(1), t)

_ VL(A)—l ( Z Iy o(X;(t) — Xk<t>)>

k#j
_ v_l(log_:ﬂ % (;rké(xj(t) — Xk(t))>

dt

e per la (2.10) possiamo scrivere il sistema

d T X;(t) — X,(t) ,
—X;(t)=J — =1,...,N 2.14
con
0 -1
J:
1 0

Spesso € conveniente sostituire X;(t) con
Z)(t) = i) +igs(t) =10 N

In notazione complessa il sistema (2.14) si riscrive nella forma

d T Z;(t) — Z(t .
T2 = ZZ 2—7‘; |Zj((t>)_ Z:<(t)>|2 j=1,...,N (2.15)
k#j

In seguito useremo sempre la forma complessa e il sistema (2.15) ¢ quello che

modellizza 'evoluzione di N punti di vortice nel piano.
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2.4 QUANTITA’ CONSERVATE E SOLUZIONI
PARTICOLARI

Definizione 2.1 (Centro di vorticitd) Chiamiamo centro di vorticita il

punto
R
Co = F<er Zj<t)>
7j=1
dove
N
=3 T;#0.
j=1
Il centro di vorticita ¢ I'analogo del centro di massa nel caso che ci siano dei

corpi in luogo di vortici. Dimostriamo che il centro di vorticita ¢ costante

nel tempo.

Teorema 2.1 Le quantita

N

Co = > T;Zt) (2.16)
j=1
1 < 1

sono costanti nel tempo lungo le soluzioni di (2.15).

d
Dimostrazione. Calcoliamo %
d_éo = ipdzﬂ(t)
dt &~ 7 dt
7=1
_ fjp(izg Zi0) = 2ilt)
= ’ o 2m1Z5(t) = Zi(1)?

N

Iy (Z — Zi(t)) - 1(Z;(t) — Zp(t
_ g () iZ,(0) = 2:(0)

j=
= 0.
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Quindi Cj e di conseguenza Cj sono conservate nel tempo.

O

Il nostro scopo & cercare soluzioni particolari del sistema (2.15). Comin-

ciamo col dare qualche definizione.

Definizione 2.2 (Equilibrio fisso) Una soluzione di equilibrio fisso, o sta-

zionaria, del sistema (2.15) é una soluzione che rimane costante nel tempo,

cioé Z;(t) = Z;(0) Vt € R e per ogni j =1,...,N.

Definizione 2.3 (Equilibrio relativo) Si dice di equilibrio relativo una
soluzione {Z;(t) : j=1,...,N} tale che, ad ogni tempo t € R, la sua forma
si ottiene dalla forma della configurazione iniziale {Z;(0) : j=1,...,N}

tramite rotazione o traslazione.
Osserviamo che il sistema (2.15) puo essere scritto in forma Hamiltoniana.
Definizione 2.4 (Funzione hamiltoniana) Definiamo la funzione
H=H(Z,...,Zn)

come

_ izzrjrk In|Z;(t) — Zu()] (2.18)

i k#A

Calcoliamo la variazione della funzione H rispetto alla funzione Z;.
OH Zi — Zy Z; — Zy,
— = ;T LTy
5Z; 47TZ k\Z Z|? 4WZ k|Z Z|?

1 Z;—Z
= =) vl —5. (2.19)
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Se moltiplichiamo la formula (2.15) per I';, per la (2.19) abbiamo che
d O0H

ri—2t)=i— j=1,...,N 2.20

Jdt ]( ) Zdzj J ) ) ( )

In forma pitt compatta possiamo scrivere il sistema (2.15) nel seguente modo
d

r. aZ(t) =1VH . (2.21)

La funzione H & quindi la funzione Hamiltoniana associata al sistema di moto
di N punti di vortice nel piano. La funzione Hamiltoniana di un sistema
dinamico ha la proprieta di mantenersi costante nel tempo se calcolata sulle
soluzioni del sistema, cioe di essere un integrale primo. Oltre alla funzione
Hamiltoniana possiamo trovare altre quantita conservate dalle soluzioni del

sistema (2.15).

Teorema 2.2 La quantita
N
I=> Tz (2.22)
j=1
é conservata dalle soluzioni Z;(t) del sistema (2.15).

Dimostrazione. Sia {Z;}/_, soluzione del sistema (2.15). Dimostriamo

che
d
—I1=0. 2.23
i (2.23)
Calcoliamo
N
d d
] = M. - — 7.
dt ; NG L
N
. Fk 25 — Zk
_ QP.Z.( _J—)
Z g ZZ o1 | Z, — Zi)?
J=1 k#j
_ XN: 3 Uil (Z) = Zk) - (2 = Z)
: T | Z; — Zi|?
=1 k#j

= 0.
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(I
Definizione 2.5 Poniamo
Lin(t) = [(Z; — Z)(1))]
la distanza al tempo t tra due punti di vorticita.
Se N > 3 da (2.15) si ottiene I'equazione
]k Z I 57’jk‘A’r’jk‘ < —21 ) (224)
X EAORERD

T#J#k
dove 6,5, = 1 se il triangolo di vertici (Z,, Z;, Zy)(t) ¢ orientato in senso
antiorario, d,;; = —1 altrimenti e A,;(t) € Iarea del triangolo.
Cerchiamo ora particolari soluzioni del sistema (2.15). Consideriamo

inizialmente N = 2. In questo caso I’Hamiltoniana del sistema e
1
H = 2—F1F22 In |Zl(t) — Zg(t)|
s

quindi la distanza d = |Z;(t) — Zs(t)| € costante nel tempo. Allora si ha che

d T(2) Zy(t ) Zz( )
&ZI( ) - ! 2
o Fl —+ FQ ; <F2Z1 FQZQ( ))
27Td2 Fl + Fg
Ty 4Ty Ty Zi(t) = Ty Za () + TaZi (t) — Do Zs(t)
= o ( T, 1T, )
Ty 4T, <Z D )+F222(t)>
= Tone '\ A T, +1,

e lo stesso per Z,(t). Quindi, ricordando la definizione di centro di vorticita

(2.1), se I'* # 0 i due punti di vortice ruotano attorno al centro di vorticita

*

ord?

con velocita angolare v =
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Se invece ['* = 0 i due punti di vorticita traslano con velocita costante

uguale a (((I'2 4-T132)/2)"/%)/(2nd). Sia infatti T* = T'; + 'y = 0. Allora

d_ i To(Zi(t) — Za(t)
a2 =5 7
d i T2t — Zu(1)
w20 = 5 7z
_ i Dy(4i(t) — Zo(1))
27 d?
d
= azl(t)

quindi la velocita dei due punti di vortice e la stessa ed e perpendicolare

rispetto alla congiungente tra essi. Calcoliamo il modulo della velocita.

2’22 @’2 1 1Zi(t) = Zo(O) 1 |Za(t) = Z1(D)
dt 2 472 d4 472 d4
1 (F%%—F%)dQ
- 472 d4 '

Quindi i due punti di vortice traslano con velocita costante pari a

1 <F§ + r§>1/2
2md 2 ’

Sia ora N = 3. Vediamo quali sono le condizioni iniziali affinche si abbia

una soluzione di equilibrio fisso. Le equazioni di moto, date dal sistema

(2.15), sono
d i 2 - ) Zu(t) — Zs(t)
@ = 5 (r 7,00 = ZWFE Pz = Zg(t)|2> (2.25)
d AT AT Zo(t) — Zs(t)
w2® = 5 (T Z0) = ZiOF 20 - Z;;(t)P) (2.26)
d i Zy() - i) Zs(t) — Zo(t)
720 = 5 (Z=a0r a0 —aeE) 22
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Supponiamo di aver fissato i punti Z;(0), Z3(0). Per avere una soluzione di
equilibrio fisso dobbiamo annullare i termini di destra delle relazioni prece-

denti. Poniamo quindi Z5(0) tale che

2:(0) = 24(0) = (Z:(0) - Z4(0)) (2.28)

cosi da annullare il termine di destra della (2.25). Quindi sostituiamo nella
(2.26) la relazione (2.28) per Z, e poniamo uguale a zero :

Z5(t) = Zi(t) Zy(t) — Zs(t)

0 =T +T =
20 = Z20OF 7P 12:(t) — Zs(0)]?
. Fl Fg Zl —Zg 4 Zl +£_§(Zl _Z3) _Z3
Ty 21— 25 " *1Z0+ 22(2y — Z5) — ZsP
Iy
0Ty Z— 2 (1+—>(Zl—23)
143 1 3 +F3 s

— 2 2
L 2P Y gz

- Zl—Zg <F1F3 Fg >
2= Z52P\ Ty Ty 4T/

Otteniamo quindi la seguente relazione per le T'; :
F1F2+F2F3+F1F3 :0 .

Ovviamente se i primi due punti di vortice non si muovono, per la conser-
vazione del centro di vorticita rimane fisso anche il terzo punto di vortice.

Riassumiamo il risultato ottenuto nel seguente teorema.

Teorema 2.3 Le uniche soluzioni di equilibrio fisso per il moto di tre punti

di vortice nel piano sono date dalle sequenti condiziont iniziali :

22(0) = 24(0) = 2(Z1(0) - Z:(0)

F1F2+F2F3+F1F3 :0 .
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Inoltre abbiamo due possibili soluzioni di equilibrio relativo.

La prima si ottiene a partire da valori iniziali (Z,(0), Z2(0), Z5(0)) posti
al vertici di un triangolo equilatero di lato d > 0. Per la formula (2.24)
la distanza tra i punti di vortice si mantiene costante uguale a d e ogni

punto di vorticita ruota attorno al centro di vorticita con velocita angolare

v="T%/2nd>
Infatti
d i (Z(t) = Za(t) | (Za(t) = Zs(t))
G2l = o <F2 P + 13 i )
~ i (T4 + T+ T9) Z3(8) = (D1 Z4(8) + T2 Za(t) + Ts Zo(1)))
I
= iy (Z(t) — Co)

e analogamente per Z5 e Z3. Se I'* = 0 allora traslano con velocita uguale a
1/2
((F% +T2412) /2) /2md.

Poniamo infatti I'y + I's + I's = 0 e calcoliamo

d i (o (Z0(t) = Zo(t) | - (Za(t) — Zs(t))
= 27@ o)
- (- na-ra0-r)
aZ2<1f) = % (Fl pE + F3 2 )
= 5 (D40 - Dao(t) - F323<t>)
d
= aZl(t)
Analogamente
d d d
I () = azz(t) = aZS(t)
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Per la conservazione della quantita (2.16) abbiamo che i tre punti di vortice
traslano con la stessa velocita costante nel tempo.

Nella figura (2.1) e rappresentata la soluzione per tre punti di vortice di
intensita I'y =1, I'y, = 1, I's = —2, con posizione iniziale rispettivamente in

(1,0), (=0.5,4/3/2), (0.5, —+/3/2).

15F
s :
~ .
05
or ~
_05 | -
e
sk
_2 | -
25k
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Figura 2.1:

L’altra configurazione iniziale per cui si ha una soluzione di equilibrio

relativo e quella in cui (Z;(0), Z2(0), Z3(0)) siano allineati e la funzione
f(l127 l23, l31) =A= (7‘(7“ - l12)(7” - l23)(7” - 131))1/2
con r = (l1g + loz + I31)/2 il semiperimetro del triangolo, soddisfi I'equazione
d
— f(lia,l53,151) =0 .
dtf< 12, 423, 31)

Se N > 4 allora punti di vorticita della stessa intensita I e posti ai

vertici di un N-poligono regolare generano una soluzione di equilibrio relativo.
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In questo caso i vortici ruotano attorno al centro di vorticita con velocita

angolare
v=v(,N,R)=T(N —1)/4rR? (2.29)

dove R e il raggio della circonferenza circoscritta al poligono. Quindi se

poniamo il centro di vorticita nell’origine abbiamo :
Z;(t) = Re*™U-D/N gt 5 — 1 N (2.30)

Inoltre, data una soluzione di equilibrio relativo del tipo precedente (2.30),
si ottiene una soluzione di equilibrio relativo per (N + 1) vortici, ponen-
do I'(N + 1)-esimo vortice di arbitraria intensita pI' nel centro di vortici-
ta. Tale configurazione ruota attorno al centro di vorticita con frequenza
v=v([,N,R,p) =T(N —1+2p)/4nR? cio¢ , supposto il centro ci vorticita

nell’origine,

Z;(t) = Re¥™U-D/Newt - j =1 . N
ZN+1(t> - O

(2.31)

In particolare se p = (1 — N)/2 si ha una soluzione di equilibrio fisso.

In figura (2.2) e rappresentata I’evoluzione di tre punti di vortice. Le
posizioni iniziali dei punti di vortice colorati in blu, rosso, verde, sono rispet-
tivamente (0,0), (0,1), (0, —2), mentre le intensita sono tutte uguali e poste
uguale ad uno.

In figura (2.3) si considerano cinque punti di vortice rispettivamente rap-
presentati in blu, rosso, verde, giallo e nero.

[ dati iniziali sono (0.1,0.1), (—0.3,0), (1,0.2), (0.5, 1), (0, —0.2), e le intensita
(—0.5, —0.5, 0.5, 0.7, —0.7).
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1+ [

or { TR A el G ]
H ] ] ¢ i
1 . eefe. H
% ‘}/. ...... { . H

-1+ i B

-------

-3+

-5 i i i i i i
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.2:

Figura 2.3:



Capitolo 3

MOTO DI UN SINGOLO
FILAMENTO VORTICOSO

In questo capitolo supponiamo di avere un fluido immerso in R3 e la vor-
ticita iniziale concentrata su un unico filamento. Affronteremo il problema
dell’autoinduzione di velocita da parte di un filamento di vortice e applicher-
emo i risultati ottenuti al caso particolare di un filamento quasi parallelo ad
un asse. I contenuti di questo capitolo, se non espressamente indicato, sono
tratti da [10].

Cominciamo con la definizione di filamento di vortice.[9]

Definizione 3.1 (Filamento di vortice) Si definisce filamento di vortice
un tubo di vortice isolato di piccola' sezione trasversale dA, con una distri-

buzione costante di vorticita attraverso il tubo. L’intensita del filamento di

1Si suppone che il raggio o della sezione del vortice e il raggio R di curvatura del

filamento soddisfino o/R < 1

44
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vortice € data da

F:/wdA. (3.1)

La posizione spazio-temporale del filamento é rappresentata dalla linea cen-

trale del tubo

—

X(s,t) (3.2)
dove s e il parametro lungo il tubo, tipicamente il parametro arco.

Ci chiediamo quali siano le equazioni di moto di questo filamento. Per il
teorema (1.8) il filamento di vortice rimane tale per ogni tempo. Quindi
dobbiamo calcolare il campo di velocita indotto dal filamento vorticoso nei
punti in cui e presente il filamento stesso. Nel caso bidimensionale avevamo
visto che un solo punto di vortice nel piano rimane fermo, mentre se ci sono
piu punti di vorticita ognuno risente della presenza degli altri. Nel caso
tridimensionale in ogni punto del filamento la velocita sara indotta dalla
vorticita presente in tutti gli altri punti del filamento stesso.

Supponiamo che al tempo ¢ il filamento vorticoso abbia equazione X (s,t)
con s parametro arco. Nel caso limite in cui la sezione dA del filamento sia

prossima a zero, il campo di vorticita ¢ dato da

B, 1) = r/a(g— X(s,t))% ds | (3.3)

Per trovare la velocita indotta dal filamento di vortice dobbiamo usare la

legge di Biot-Savart (2.4) e otteniamo
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1

- _ 3D di

/VX(47T|f—gj| H(7.0))di
1[G

A ) |&— g3

X Gy, t)dy . (3.4)

Sostituendo la vorticita o (7, t) data dalla (3.3) otteniamo

o 1 r—y L2 or .
v(Z,t) = i (;_gylxF/é(y—X(s,t))ads)dy

1 / (- K(s.t) | 0%(st)
ir ) F-X(s P Os

Quindi formalmente il campo di velocita al tempo ¢ generato da un filamento

di vortice di vorticita I' e equazione X (s,t) ¢ dato dalla formula

L 1 (@=X(s,t) | 0X(s,t) )
37, 1) = 47TF/|QE—X'(3,75)|3 x5 gy (3.5)

Per descrivere il moto del filamento dobbiamo calcolare la velocita nei punti
del filamento stesso, cioé dobbiamo calcolare (X (s, t),t). Questo problema
e detto problema dell’autoinduzione. Il problema maggiore ¢ rappresen-
tato dalla valutazione asintotica dellintegrale di Biot-Savart (3.5) quando &
e vicino ad un punto del filamento. Infatti I'integranda diverge quando &
tende a X(s,t) e la velocita indotta dal filamento va come 1/|Z — X (s, )|,
cioe la velocita tende all’infinito quando e calcolata nei punti del filamento.
Questo tipo di divergenza e presente anche nel caso bidimensionale: ogni
punto di vortice genera, in un punto distante R, un campo di velocita di tipo
rotazionale di modulo inversamente proporzionale a K. D’altra parte, come
illustrato nel capitolo 2, il punto di vortice non si muove. Lo stesso discorso
vale, nel caso tridimensionale, per ’autoinduzione di velocita di un filamento

di vortice perfettamente diritto; le complicanze sorgono quando il filamento

presenta una curvatura diversa da zero.
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Fin dall’inizio del secolo scorso sono stati proposti modelli diversi per
I’autoinduzione di un filamento di vortice. In questa tesi seguiamo il modello
della L.ILA. (Local Induction Approzimation ) proposto per la prima volta da
Da Rios nel 1906 [4]. Con questo modello calcoliamo una approssimazione
della velocita nei punti vicini ad un filamento di vortice, che non presenti
autointersezioni e la cui linea centrale X (s,t) sia abbastanza liscia rispetto
alle sue componenti.

Mostreremo inoltre che ’evoluzione di un filamento di vortice ottenuta
mediante la L.I.A. e strettamente correlata con un’equazione di Schrodinger
non lineare [5]. Infine applichiamo i risultati ottenuti al caso di un filamento

quasi parallelo.

3.1 1L MODELLO L.I.A.

Nel paragrafo precedente abbiamo scritto la formula della velocita indotta da
un filamento di vortice. Vogliamo poter scrivere la velocita in ogni punto del
filamento nella forma pitu esplicita possibile. Uno dei problemi della formula
(3.5) ¢ che l'integrale ¢ definito lungo tutto il filamento e che, problema
ancor maggiore, I'integranda e singolare nel punto in cui si sta calcolando la
velocita.

Uno dei modelli piu usati per descrivere I'induzione della velocita da parte
di un filamento di vortice e il modello L.I.A., risalente agli inizi del secolo
scorso e sviluppato successivamente da vari autori tra cui Arms, Hama [2],
Klein, Majda, Damodaran [7], Ricca [11].

I1 modello proposto si basa sull’assunzione che I'induzione della velocita

avvenga solo localmente. Se il punto & e prossimo al punto X (s,t) del fila-
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mento, allora si assume che la velocita in 7 sia indotta principalmente dalla
vorticita presente nei punti limitrofi a X (s,t), mentre la velocita indotta da
porzioni lontane del filamento vorticoso puo essere trascurata. Queste ipote-
si permettono di analizzare I’evoluzione di un filamento di vortice in termini
della propria geometria intrinseca.

Mostriamo ora in dettaglio come calcolare I'approssimazine della velocita
indotta da un filamento di vortice. Illustriamo il ragionamento seguito da
Ponce in [10]. L’idea ¢ quello di calcolare la velocita non direttamente in
X (s), ma in un punto distante o da X (s), appartenente al piano normale
al filamento passante per X (s). Poi con un processo di limite per ¢ — 0
otteniamo una stima della velocitd nel punto X (s).

Fissiamo il tempo ¢ e poniamo X (s) la parametrizzazione del filamento
vorticoso, s parametro arco. Sviluppiamo la curva X (s) in serie di Taylor

ottorno a X (0):

> - 0 = 19% -
X(s) — X(0) = gX(O)s+§@X(O)SQ+O(s3)

~

= sit ghO)a+O() (3.6)

dove ¢, n indicano, rispettivamente, il versore tangente e normale in X (0),

mentre k(0) indica la curvatura in X (0). Dalla (3.6) otteniamo

%()Z-(S) = X(0) = i + k(0)s i + O(s?) (3.7)

quindi da (3.6) e (3.7) possiamo calcolare
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Inoltre, sempre da (3.6) si ha

W@paﬂ@ﬁ::“ﬂ+%mm§ﬁ+o@»2

= 2+ k(0)s*t -0+ O(s*)

— §@+wumﬁﬁp)+0@%

Sia Z un punto nel piano normale alla curva passante per X (0).

Allora, approssimato al primo ordine rispetto ad s, si ha

2+ X(0) = X(s)[* = (|21” + 57)

12+ X(0) — X(s)]> = (|22 + s2)3/2

A questo punto possiamo calcolare la velocita approssimata nel punto 2-
T Lauf@—i@)xa
2m Jo |2+ (X(0) - X(s)))*  Os
r /L zZ
21 o (|Z]2 + s2)3/2
T f5k(0)F x A)s?
2m o (J2]2 + s2)3/2

r b zxi r . (E 52
- — —k(0)b —ds.
2”/0 (|72 + s2)372 s+ I (0) /0 (|22 + s2)372 s

Il primo integrale ¢ uguale a

Lzt /‘X’ ds Dot /°° ds/|Z| T 2zt
21 123 J, (%H)sm 21 |22 Jo (S5 +1)3/2 2m | Z)2

212

Q

(2)

Q

0 =
X %<X(8)) ds

Q

mentre il secondo integrale ¢ approssiamto da
r . (F 2 T . LNE 2152
—k( )b/ HS— ds = —k:(O)b/ f/i ds
4 o (|22 + s2)3/2 4 0 (Iz’ﬁ +1)3/2

%k(O) log <£)IA)

7]

Q
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Si ottiene quindi

r ozt r
: —I——k(())log(

L
ol E

4)3+0(1). (3.8)
|2

La velocita ottenuta in (3.8) ¢ somma di tre parti. La prima ¢ un termine
di rotazione, analogo a quello che si ottiene nel caso bidimensionale. Tale
termine, di modulo tendente all'infinito per |Z] — 0, mediato su un intorno
del punto X (0) risulta uguale a zero, cioé non provoca spostamento del punto
X(0). 11 secondo termine, che pure tende all'infinito per [Z] — 0, & un
contributo alla velocita caratteristico del caso tridimensionale ed ¢ diretto
lungo la binormale e proporzionale alla curvatura del filamento nel punto
X(0). 11 termine finito invece indica il contributo alla velocitd dovuto dalle
porzioni di filamento distanti dal punto che si sta considerando. Nel caso
limite in cui |Z] — 0 la parte principale tende all'infinito, quindi la parte
finita puo essere trascurata. Questo equivale a tralasciare gli effetti dovuti
dalla vorticita distante dal punto considerato cioe si ritiene che I'induzione
della velocita avvenga solo localmente. Dal momento che il logaritmo di
% varia lentamente quando |Z] — 0, possiamo sostiturlo con una costante
e poiche siamo interessati ad una analisi qualitativa, pit che quantitativa,

del fenomeno, possiamo riscalare convenientemente la variabile temporale e

scrivere la velocita nella forma finale
7=Tkb (3.9)

dove b indica il versore binormale. La formula precedente prende il nome di
L.I.E. (Localized self-Induction Equation).
Quindi secondo il modello della L.I.A. il filamento vorticoso in ogni suo

punto si muove lungo la binormale calcolata nel punto e direttamente pro-
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porzionale alla curvatura del filamento. Osserviamo dalla formula (3.9) che
la velocita dipende dalle grandezze intrinseche del filamento vorticoso.
Ricordiamo che data una curva X (s) regolare quanto basta, con s parametro

arco, allora, per ogni punto della curva, valgono le seguenti relazioni:

| ~

N . d2
X=1i,

[N

dove k indica la curvatura.

Scriviamo quindi la velocitd (3.9) in termini della curva X (s, t):

T(X(s,1),t) = %X(s,t):rk()as,t))zs (3.11)
0 & -
= F&X(S,t) X @X(s,t)

H.Hasimoto ha messo in luce un interessante legame tra ’evoluzione del
filamento X (s,t) e un’equazione di Schrodinger non lineare. [5] oppure [J]
(336-338).

In particolare siano, per ogni tempo ¢, k(s,t) e 7(s,t) rispettivamente la

curvatura e la torsione della curva X (s, t).

Definizione 3.2 Definiamo la funzione del filamento V(s,t) in termini

della curvatura k(s,t) e della torsione 7(s,t) come seque:

U(s,t) = k(s t)e

6 = /OST(z,odz.

Dalla definizione precedente segue

—1 (3.12)

T = ¢ . (3.13)
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Allora la funzione U(s,t) soddisfa la seguente equazione di Schrédinger non

lineare
L " 1 9
—U = —|—§|\If| . (3.14)

Quindi dato il filamento di vortice nella sua posizione iniziale X (s,0), si cal-
cola la curvatura k(s,0) e la torsione 7(s,0) e si scrive la funzione (s, 0). Si
risolve I'equazione (3.14) con dato iniziale U(s,0) e si ricava ¥(s,t). Usando
poi le relazioni (3.12) e (3.13) si ottengono la curvatura k(s,t) e la torsione
7(s,t) al tempo t. Infine tramite le equazioni di Frenet-Serret che legano tra
loro curvatura e torsione con la base (£,7,b) si ricava la curva X (s,t) che
rappresenta la posizione al tempo ¢ del filamento di vortice.

Nalla prossima sezione applichiamo il risultato ottenuto riguardo all’in-
duzione della velocita di un filamento vorticoso al caso di un filamento quasi

parallelo ad un asse.

3.2 EQUAZIONE DI MOTO PER UN FI-
LAMENTO DI VORTICE QUASI PA-
RALLELO

Lo scopo di questa sezione e applicare I'equazione della velocita ottenuta
mediante il modello L.I.A. al caso di un filamento vorticoso quasi parallelo
ad un asse. Per filamento vorticoso quasi parallelo si intende che la vorticita
¢ concentrata su una curva che sia una piccola perturbazione di una linea

retta, cioe

X(o,t) = (ei(0,t),0) (3.15)
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con ¢ piccolo e ¥(0) € C2(R, R?).

Supponiamo che un filamento di vortice al tempo ¢ abbia equazione

X(z) = <X1 (x), Xo(z), x) Calcoliamo la velocita nel punto X (z) a partire

dalla relazione 3.11. Indichiamo con

iy d - d d
X = —X = X X, 1
dx (dx Dax )
allora
ds = | X'(z)| dz
Inoltre
b = ixn,
k(s)b = 1(s) x itA(s)
- ds
e
) X'
i@ = @
| X' ()]

Da (3.16) e (3.18) segue che

Aoy _ (4 X @y 1
3 ( \)?<>\>|)?<>|
)

!

X)) X'(x)

B 1 < —"//(
X(@)| X (@)
Quindi dalla (3.11), per la relazione (3.17) si ottiene

9o, . F)?/(x)x)?”(g;)

—X(x -
o) X )P

X ()

(3.16)

(3.17)

(3.18)

X (x))

Applichiamo ora la relazione precedente al caso di filamenti di vortice

quasi paralleli all’asse z. Poniamo

X(z) = X(s) = (gJ(s),s)

(3.19)
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con ¢ piccolo e ¢(s) € C*(R,R?). Calcoliamo

ey ety 1
XX X0 = | ey ey O
ik

= —ehyitep J+ O(?) . (3.20)

Se scriviamo la funzione 9(s) = (1b1, ¥2)(s) in forma complessa

Y(s) = ¥1(s) + irha(s)

la formula (3.20) assume la forma

X' x X" =ic¢’ +O() . (3.21)
Inoltre
X' = ey, )
- <g2|¢’|2 + 1)_5 —1+0() . (3.22)

Quindi, per l'ipotesi (3.19) sulla particolare forma dei filamenti di vortice,

abbiamo
0 = 0
55050 = (e50(5.0),0)
e per la (3.21) e (3.22)
9 %sit) = r(iw”(s ) o) .
at ) Y )

Dalle relazioni precedenti ne discende che la funzione complessa (s, t) sod-

disfa la seguente equazione di Schrodinger lineare

0 R
adj(sa t) = ZFZZJ (Sa t)
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con dato iniziale (s, 0).

L’equazione precedente ¢ una delle equazioni fondamentali di questa tesi.
Indica in che modo un filamento di vortice quasi parallelo interagisce con se
stesso, cioe esprime la velocita in qualsiasi punto del filamento indotta dal

filamento stesso.



Capitolo 4

INTERAZIONE DI N
FILAMENTI VORTICOSI
QUASI PARALLELI

Nel capitolo precedente abbiamo dedotto la velocita indotta da un filamento
di vortice con il modello della L.I.A. e abbiamo applicato il risultato ottenuto
al caso di un filamento quasi parallelo ad un asse. Se indichiamo con

—

X(s,t) = (52&(3,25),3)
Y(s) € C*(R,C), sc R ex1
un filamento di vortice quasi parallelo all’asse z, di intensita I', allora 1’evo-

luzione nel tempo del filamento ¢ data dal sistema

2

0 0
aw(s,t) = ZF@Z/J(SJ)
¥(s,0) = o(s)

In questo capitolo e illustrato un modello per l'interazione di N vortici

o6
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quasi paralleli all’asse z. [ risultati e le soluzioni ottenute sono tratti dai
lavori di Ponce [10], Kenig, Ponce, Vega [6], Newton [9].
Sia

Ui(s,t) j=1,...,N (4.1)

la posizione del j-esimo filamento di vortice alla quota s e al tempo ¢t o,
analogamente, la proiezione sul piano z = 0 della posizione del filamento alla
quota s e al tempo t. Sia inoltre I'; I'intensita del j-esimo vortice. Il modello,
introdotto da Klein, Majda, Damodoran in [7], si basa sulla seguente idea di
decomposizione della velocita U; = ¥j1 + Uja:

1) siccome ogni filamento ¢ quasi parallelo ci serviamo del modello della
L.I.A. applicato al caso di filamenti quasi paralleli per determinare la velocita
autoindotta, cioe per ogni j poniamo

;.

J 85 ) (42)

U =1l;

2) la mutua interazione tra i filamenti avviene come se i filamenti fos-
sero perfettamente paralleli tra loro. Si suppone quindi che le distanze tra
i filamenti siano tali da rendere trascurabili gli effetti dovuti al fatto che i
filamenti siano quasi paralleli e non invece esattamente paralleli. Quindi, per

ogni j, poniamo

. Ty by —vn ,
o = E =1,...,N 4.3
P 1 271‘ |w] ¢k|2 J ) ) ( )

Sommando i termini (4.2) e (4.3) si ricava sistema di moto N filamenti

vorticosi paralleli
(‘9 Fk 1/Jj S, t 1/)k(s,t)
ari(s: 1) = { 79 s Z < 2 0y (5,1) ¢k(s,t)|2}

¥;(8,0) = j0(s)

(4.4)
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Il sistema precedente e il sistema piu importante di questo lavoro ed e
il risultato di tutte le considerazioni precedenti, a partire dal modello della
L.I.A. per 'autointerazione di un singolo filamento vorticoso, all’assunzione
che i filamenti siano quasi paralleli e al modello che ne descrive 'interazione.
Cominciamo lo studio del moto di /V filamenti vorticosi a partire da alcune

quantita formalmente conservate dalle soluzioni del sistema (4.4).

4.1 HAMILTONIANA E QUANTITA’ CON-
SERVATE

Dimostriamo in questo paragrafo che il sistema (4.4) puo essere scritto in
forma Hamiltoniana e che conserva, formalmente, alcune quantita come il
momento angolare medio e il centro medio di vorticita.

Moltiplichiamo la prima equazione del sistema (4.4) per I'; e otteniamo

Yy 2 0%, Del'y 5 — s -
oL =i {pj — +; . |¢j—¢kl2} j=1,.N (4.5)

Definizione 4.1 (Funzione Hamiltoniana) Definiamo il funzionale

H = H(@1,...,Yn)(t) nel sequente modo

H:/(é(—éa% +§Frklg]% l))ds . (40)

j
Teorema 4.1 [l funzionale H é I’Hamiltoniana del sistema (4.4) , cioé

0
ov; _ OH
jat Z@ j—].,,N

Dimostrazione. Calcoliamo ¢ —— e mostriamo che ¢ uguale al termine
J
di destra della (4.5) .
OH 0¥ | p Zrk (¥ = )
5¢j 88 j 0s 2 ‘w] ?ﬂk’Q
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a%+ Zrk % )

b Os? 2W|w] Pr|?
Quindi
OH 0? r
i~ BT DT =)
5¢j 0s 27 WJJ Q/Jk|
a
La funzione H (1)1, ...,1,)(t) si conserva nel tempo sulle soluzioni del
sistema (4.4), cioe se ¥1(s,t),...,¥n(s,t) sono soluzioni allora
dH
oo,
dt

Dimostriamo ora la conservazione di altre quantita.

Definizione 4.2 (Momento angolare medio) Si definisce momento an-

golare medio la quantita

N
Alt) = er/wj(s,m?ds .

Definizione 4.3 (Centro medio di vorticita) Si definisce centro di vor-

ticita la funzione

t) = Z Fjwj (57 t)

e centro medio di vorticita

M(t) = er/wj(s,t) ds
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Teorema 4.2 Sia 1;(s,t) soluzione del sistema (4.4) tale che, per ogni t
fissato, si abbia (s, t) periodica in s oppure a—@/)] —0 per s — oo. Allora le
s

quantita A(t) e M(t) sono conservate lungo le soluzioni (s, t).

Dimostrazione. Supponiamo che ;(s,t) siano soluzioni del sistema (4.4)

e calcoliamo la derivata di A rispetto al tempo.
dA al B )
W = 20 [ ok
= ZF /21/1 (s,t) 81/)-(5 t)ds
! ot
B 0? Uy (s, t) — vi(s, )
- ZF J zosts - iz et 2;%|wj<s,t>—m<s,t>|2>d8

quindi

2

ZF /QQ/JJ (s,t) ( ]%wj(s,t)> ds

Fk ¢](S t) _wk(sat)
v Z2r /% 5, 1) 27r T = ¢k<87t)|2>ds. (4.7)

Integriamo per parti il primo integrale della relazione (4.7) e otteniamo
N ) 82
Z/2Fj2/1j(s,t) \iga %(s,t)) ds
_ Z/QFQ ( e t))

=0 Vt

mentre il secondo termine della parte di destra della relazione (4.7) & uguale
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DT [y () = s )
2. 2.7 J o0 (g am)

_ iz r;rk/ (%(S t) — (s, t)) <i<¢j(8,t) - W(SJ))) .

[¥;(s,t) — Yu(s, 0)[?

<.

1 k>j

j=
0 Vit .

Concludiamo quindi che

dA

Dimostriamo ora la conservazione della quantita M.

AM al O
o Z/ ot
(31/)Jst
- z/ Frtr)

I'; Pk 2/1 St ¢k<5,t)
+ZZ/ - |1/stt NPT ds . (4.8)

J=1 k#j

Per l'ipotesi di decadenza a zero all’infinito delle funzioni %Q/Jj(s, t) il primo

integrale della (4.8) ¢ uguale a zero. Il secondo integrale della (4.8) ¢ uguale

a
= ~Fij (¢j(37 t) — 1/%(8’75)) + (¢k<57t) - 77/)]'(8, t))
;%;/Z 27 |1hj(s,t) — (s, t)[? o
=0 Vt

quindi

dm
dt
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O

Osservazione. Notiamo che se I'; = I" allora la quantita B(s,t) e soluzione

della seguente equazione di Schrodinger

0 o 0?
aB(S,t) = ZF@B(S,t) .

Essendo l'operatore di Schrodinger unitario, non cambia nel tempo la quan-

tita [ B(-,¢)[ >

Definizione 4.4 Definiamo il funzionale

[ szrk/ 55, 1) — i (s, 1)|2 ds

=1 k>j

media delle distanze tra i filamenti di vortice.

Teorema 4.3 Se I'; = I' Vj allora il funzionale I calcolato sulle soluzioni
0

del sistema (4.4), periodiche o tali che 8—@/)] — 0 per s — o0, si conserva nel
s

tempo.

Dimostrazione.

Scriviamo il funzionale I nella seguente forma.

N
S rr [+l — 200 ds (w9

J=1 k#j
Quindi
N N N N N N
I=Y"r; Z/ijw ds + ZZ/Fk\st - /(2er¢j > Twth) ds
k=1 j=1 j=1 k=1 j=1 k=1

1= A + 3T, A — /2]B(s,t)|2ds

Allora se I'; = I, per la conservazione della quantita A(t) e della quantita

|B(-,t)||2, ne deriva la conservazione nel tempo della quantita I.
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4.2 SOLUZIONI DI TIPO ELICOIDALE:
CONFIGURAZIONI COSTANTI

In questa sezione forniremo soluzioni esplicite del sistema di moto di N

filamenti vorticosi quasi paralleli

oY, . 82¢ Iy ¥ .
=L =i { J+Z?7];Wj ¢k|2} i=1,2,.

¥;(s5,0) = tj0(s)
Definizione 4.5 (Configurazioni costanti) Si definisce moto di equilibrio

relativo, corrispondente alla configurazione centrale o costante &;, una solu-

zione del sistema (4.10) del tipo
V(s t) = eS¢ j=1,...,N (4.11)

Si noti che, fissate le frequenze w e v, le funzioni t; definite in (4.11)
dipendono esclusivamente dalla scelta dei punti ;. Inoltre tutti i filamenti
hanno la medesima forma, di tipo elicoidale, mentre I’evoluzione temporale
corrisponde ad una rotazione, uguale per ogni filamento, attorno all’esse z
della configurazione iniziale. Quindi, a meno di rotazione, la soluzione v;(s, t)
¢ costante nel tempo e periodica in s. Nel caso particolare in cui w = 0 la
soluzione v; corrisponde a filamenti di vortice perfettamente paralleli.

Cerchiamo le condizioni che devono soddisfare le configurazioni &; per cui
si abbia una soluzione di moto relativo del tipo appena definito..

Siano I';,w, v € R fissati. Sostituiamo le funzioni (4.11) nel sistema (4.10)

e otteniamo

ws iV ws w k 5 .
vesee, = ¢ t( Jwéj—{—zzﬂg €k|2> j=1....,N
J
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Dunque abbiamo soluzioni del sistema (4.10) se i punti ¢ soddisfano la

seguente relazione

L0y & —¢& .
2 92 k ko o
(rju+rjw )@-—E = |§7_£k|2_o j=1,....N (412
k#j J

Definiamo la funzione

U:R*™ >R
3 &P S~ DT
. T
U©) =3 (w4 T3?) S =303 T tloglg — 6l (49)

J=1 J=1 k#j
con & = (&,...,&y). Il sistema (4.12) puo essere scritta nelle seguente forma
potenziale

VU =0.

[ punti & = (&,...,&N) che risolvono il sistema (4.12) sono quindi estremanti

della funzione U.

Cerchiamo ora soluzioni di equilibrio relativo, corrispondenti a configu-
razioni centrali, a partire da proprieta di invarianza del sistema (4.10) e
dalla sua struttura Hamiltoniana. Il ragionamento si basa su una peculiare

proprieta del sistema (4.10).

Teorema 4.4 (Invarianza galileiana) Se i filamenti di vortice hanno la
stessa circolazione, I'; =T j =1,...,N, e 1;(s,t) é soluzione del sistema

(4.10), allora Yw € R
Biols,t) = e T e (s — Twt,t) j=1,....N
é ancora una soluzione di (4.10) con dato iniziale

Viw(5,0) = e“*(s,0) j=1,...,N
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Ricordiamo che soluzioni Z;(t) del sistema (2.15) sono soluzioni anche del
sistema (4.10), nel senso che le funzioni v,(s, t) tali che ¢;(s,t) = Z;(t) per
ogni s risolvono il sistema (4.10). Assumiamo I'; =T'per j =1,..., N e con-
sideriamo una soluzione del sistema (2.15) a partire da una configurazione ini-
ziale in cui ogni vortice e posizionato in un vertice di un N-poligono regolare

di raggio R. Allora dalla (2.30) e (2.29) si ottiene la soluzione

Z;(t) = Re*™U-D/Newt 5 —1 . N
T'(N —1)

con v = ———— . Ne segue che le funzioni
ATR

(s, t) = Re*mU-N/Negwt 5 —1 N

sono soluzioni del sistema (4.10) e corrispondono a N vortici esattamente
paralleli tra loro, ognuno dei quali ruota con velocita angolare v. Per il

teorema (4.4) si ha che per ogni w € R
Diw(s,t) = Res2milU-D/Ngiv=T?)t 5 _q N
¢ soluzione del sistema (4.10), con dato iniziale
1/;]'7‘0(3,0) — Re™se?miU—D/N
Riassumiamo i risultati ottenuti nel prossimo teorema.

Teorema 4.5 Siano &; per j = 1,..., N wvertici di un N-poligono regolare

di raggio R. Se, fissato w € R,
Vi(s5,0) =€ j=1,...,N (4.14)

¢ la configurazione iniziale di N filamenti di vortice della stessa intensita T,

allora la soluzione del sistema (4.10) é

V(s t) =™ j=1,...,N (4.15)
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con
_ (N -1) o

Osservazione. Il teorema precedente esprime la forma che devono avere N
filamenti di vortice di tipo elicoidali nello spazio e nel tempo, a partire da
una configurazione costante, di tipo elicoidale nello spazio. Cioe dati R e w
si ricava v = v(R,w). Nel prossimo teorema invece si fissano le frequenze w

e v e siricava R = R(w,v) tale da avere soluzioni del tipo (4.11).

Teorema 4.6 Siano I',w e v € R fissati. Allora
Vi(s,t) = e“%e™¢ j=1,...,N
¢ soluzione del sistema (4.10) con dato iniziale

V(5,0) =e*5¢; j=1,...,N

dove &; sono vertici di un N-poligono regolare di raggio R e R soddisfa la

relazione

R= (%)m . (4.17)

Siano ora I'; non necessariamente uguali. Si osservi che la funzione U
definita in (4.13) ¢ continua su R? tranne nei punti g}k in cui §§ = &, per
qualche j # k, per i quali U tende all’infinito.

Se restringiamo il dominio di U all’insieme

Dy ={& : 1§ <M, €& B(§n)}

per un certo M fissato, allora U ¢ uniformemente continua su D);. Inoltre U
e limitata inferiormente quindi, a meno di aumentare il valore di M, esiste

sicuramente un minimo per U in D;.
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Ovviamente i punti ¢ che realizzano il minimo di U sono soluzione del
sistema (4.12) ma non ne esauriscono tutte le possibili soluzioni. Infatti la
funzione U potrebbe avere anche dei punti di massimo locale o punti di sella
per i quali VU = 0 e quindi soluzioni dell’equazione (4.12). Si noti inoltre
che, a differenza delle soluzioni trovate esplicitamente nella prima parte di
questa sezione, risolvendo 'equazione (4.12) ricaviamo soluzioni del problema
di moto di N filamenti quasi paralleli aventi intensita non necessariamente
uguali.

Le soluzioni rappresentate in seguito sono state ottenute risolvendo nu-
mericamente 'equazione (4.12), per la quale e stato implementato il metodo
delle tangenti di Newton.

Nelle figure (4.1) e (4.2) si considerano filamenti di vortice della stessa
intensita. Nel primo caso e raffigurato l'istante iniziale di un sistema di
quattro filamenti di vortice di intensita pari a 0.5 e frequenze v = 1/7 e
w = 1; nella seconda figura si € considerato un sistema con tre filamenti di
inensita I' = 2 e frequenze v = 1, w = 0.5. Nelle figure (4.3) e (4.5) sono
rappresentati filamenti di vortice che siano soluzioni costanti con intensita
diverse. In particolare in (4.3) si considerano tre filamenti, blu, rosso, verde
di intensita rispettivamente 1, —0.5, 2 e frequenze w = 1/7m e v = 0.5. In
(4.5) si hanno cinque filamenti di intensita [1, 0.5, 0.2, 1, 0.5], frequenze
v = 2, w = 1, colorati rispettivamente in blu, rosso, verde, nero, magenta.
Le altre figure, (4.4) e (4.6) rappresentano una vista dall’alto delle soluzioni

precedenti.
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Figura 4.1:

Figura 4.2:
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Figura 4.3:

15+

0.5

Figura 4.4:
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-1-1

Figura 4.5:

Figura 4.6:
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4.3 SOLUZIONI DI TIPO ELICOIDALE E
OMOGRAFICHE

Definizione 4.6 Definiamo di tipo elicoidale una soluzione del sistema (4.10)

del tipo
YPi(s,t) = ei”tizj(s) ) (4.18)

Il termine elicoidale e riferito all’andamento nel tempo della soluzione; infatti
data la configurazione al tempo t = 0, I’evoluto di ciascun filamento al tempo

t si ottiene come rotazione attorno all’asse z della configurazione iniziale.

Sia quindi 1;(s, t) della forma (4.18). Allora

0 L~

Js(s,) = e () (1.19)
0? - d? -
@¢j(8,t) = 6“/ @1/@(8) . (420)

Sostituiamo le relazioni precedenti nel sistema (4.4) e otteniamo

ivt ] . ) iutd_2 7 ivt & QLJ'(S> _’L;k<5)
ve 1%(8) —Z(Fje dszwj<5)+€ ;271’ |7,Ej(8)—@zk(3)|2

) (4.21)

quindi le funzioni v;(s) soddisfano il seguente sistema di equazioni differen-

ziali ordinarie

[ o) —viyls) + 3 gt =L

—
ds = 27 [0 (s) — i ()2 (4.22)

5 (0) = ;.0
Per ogni j =1,..., N la prima riga del sistema precedente si riscrive nella

forma

?éi—;@zj(s) =T vd(s) = ) LDk () = 0x(s)

r - = .
2«73 [iy(s) — o)

(4.23)
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Se indichiamo con U = U(z@l, e ,Q;N) la funzione
(T T
S T, B .
Uv=>_ (EJ A iﬂ log |4; — ¢k|> (4.24)
=1 k]

allora possiamo riscrivere il sistema (4.22) in forma lagrangiana

2 d? -
g0 =VU. (4.25)

La funzione di Lagrange associata all’equazione precedente e
N 2

2, -

r— ey

T

Quindi le soluzioni del sistema (4.22) si ottengono minimizzando il funzionale

4

2 T - . T - -
+7ﬂywj|2—z L ywj—w). (4.26)
k#j

azione su tutte le possibili configurazioni {1); L

rnlzm/ﬁ(w) ds . (4.27)

Definizione 4.7 (Soluzioni omografiche di tipo elicoidale)

Definiamo moto di tipo elicoidale omografico una soluzione 1;(s,t) del sis-

tema (4.4) della forma
Vi(s,t) = e A(s) §; (4.28)
con A(s) € C.

Soluzioni di questo tipo sono tali che la forma descritta ad ogni quota s si
ottiene dalle forma alla quota s = 0 tramite rotazione e dilatazione. Inoltre
I’evoluto temporale di ogni filamento si ottiene tramite una rotazione attorno
all’asse z della posizione iniziale.

Cominciamo col seguente teorema.
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Teorema 4.7 Sia I'; =T per ogni j e & una configurazione centrale. Se
bi(s,t) = €90

¢ soluzione del sistema (4.10) allora
d(s,t) = ks + ht.

Dimostrazione. Sostituendo la soluzione ;(s,t) nel sistema si ottiene

do(s,t) 0¢(s, )\ | .. (P°d(s,t)y T
& o =6(T) rie(Toa) T8

La funzione ¢(s,t) soddisfa quindi il seguente sistema

82
@(b(& t)=0

0 0 2
So(s.t) = —(5-0(s.1)) +c
Dalla prima equazione del sistema precedente discende che

0
%Qb(S? t) = Oé(t)

(4.29)

quindi

¢(s,1) = sa(t) + 5(t)

0 / :
5 (s,t) =sa (t)+ 5 (t) .

Dalla seconda equazione del sistema (4.29) si ottiene
sal (t) + B (t) = —a?(t) + ¢

da cui

con h = —k? + ¢.
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O

Sia N =3 eI, =T per ogni j e cerchiamo soluzioni omografiche di tipo

elicoidale della forma
V;(s,t) = ™ \(s) e U =123 (4.30)

Notiamo che ad ogni quota s la distanza tra i filamenti e la stessa e dipende
esclusivamente da s, in particolare non dipende dal tempo.

Ponendo

27

bi(s) = As) e 507 j =1,2,3
per la (4.23) si ha che 1;(s, t) definita in (4.28) ¢ soluzione del sistema (4.4)

se la funzione A(s) soddisfa la seguente relazione:

7 . F )\(S)
/ d .
dove A = £A. Sia
A(s) = R(s)e™) (4.32)

con R, 6 € C*(R). Allora
N (s) = e <R”(s) +2i0 ()R (s) + 10" (s)R(s) — (6

e la (4.31), in termini di R e 6, diventa

ew(s)( — VR(s)+TR'(s)—T(#

+ @(2 0' ()R (s) + 9”(8)R(s))) ~0. (4.34)
Dividendo I’equazione precedente in parte reale e immaginaria otteniamo la

coppia di equazioni
" ’ F R(S)
—vR(s)+TR (s) —T(0 (s))*R(s) + — =0
(5) + TR () = (0 (9)°R(s) + 5 s s

26'(s)R (s) + 6" (s)R(s) =0 .
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Si noti che la seconda equazione moltiplicata per R(s) equivale a

/

%@#@9@&:0 (4.36)

ovvero

R*(s)0 (s) = K . (4.37)

L’equazione precedente esprime esplicitamente la conservazione del momen-
to angolare per le soluzioni del sistema (4.4). Sostituendo nella (4.35) la

relazione ' (s) = K/R?(s) si ottiene

11 F
—vR(s)+TR'(s) - T t———=0

e, integrando,

v e . T, ., o T K> T 3
—§R (3)+§(R (s)) +§R2—(S)+%log(R(s)) =F. (4.38)

Si puo leggere la relazione precedente come una conservazione dell’energia.
Quindi scelti K e E si ottiene la soluzione A(s) = R(s)e™®).

Supponiamo il caso in cui K = 0, cioe 0(s) costante

&
Il
™o |
—~
=y
—~
VA
~—
~—
(V]
|
NN
-
)
—~
VA
~—
_|_
—
]
o3
—~
S
—~
V)
~—
~—

dove
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V(R)

Figura 4.7: Funzione protenziale con K =0, v[' > 0

Poniamo vI" > 0 allora il potenziale V (R) ¢ raffigurato in figura (4.7). L unico

punto estremante per V(R) si ottiene risolvendo I’equazione

dV I'1
TR =
la cui soluzione &
_ T \1/2
=(— ) 4.
R (27r1/> ( 39)

Quindi se R(0) = R allora R(s) = R per ogni s. Dunque la funzione costante
A(s) = Re™ (4.40)
¢ una soluzione dell’equazione (4.31) per ogni 6, e

27

P;(s,t) = eV Ree s U= g =1 N (4.41)
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e soluzione del sistema di moto (4.4) corrispondente a tre filamenti di vortice
completamente paralleli.

D’altra parte se vI" < 0 allora il potenziale V(R), rappresentato in figura
(4.8), non ammette punti estremanti.

Si noti che il risultato ottenuto e in accordo con quanto dimostrato nella
sezione precedente. Infatti ponendo w = 0 e N = 3 nella (4.16) si ha che T
e v devono essere concordi e la relazione tra i dati del problema ¢ la stessa

espressa nella (4.39).

V(R)

Figura 4.8: Funzione protenziale con K =0, vI' <0

Supponiamo
K#0.
Quindi #'(s) = Rfis) e
1 / 1 K? r
“T(R (s))? - gRQ(s) 3 g g oBRB) = B (4.42)
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Dividiamo per I' e riscriviamo la relazione precedente nella forma

/ /

SR () + V(R) = B

con

V(R) = —%RQ(S) + %Rf—(s) + % log(R(s)) = E .

Dividiamo lo studio della relazione precedente in due casi: I'v > 0e I'v < 0.
Consideriamo inizialmente I'v > 0. Il potenziale V(R) ¢ raffigurato in
figura (4.9) e i punti estremanti si ottengono risolvendo ’equazione

dVv v K? 11
- I ) 4.4
dR r R3 +27TR 0 (4.43)

Allora se
K*< 2
1672y
si ottengono le soluzioni
r I'?2 — 162" K2 r I'?2 — 162" K2
R—— 4+ v oy R=— — v LURCAE LTIV

4y 4y 4y 4y
Si noti che R? e R2 sono entrambi positivi, quindi otteniamo due soluzioni

maggiori di zero per 'equazione (4.43):

0 =

[ — TZ — 167200 K2\ 1/2
= ( )

(F + /T2 — 167T2VFK2)1/2
Ay '

Ay

Se poniamo R(0) uguale ad Ry o Ry allora la funzione R(s) rimane costante
e 0(s) lineare in s. Queste soluzioni sono equivalenti alle soluzioni di tipo
elicoidale a configurazione costante trovate nella sezione precedente, con la
frequenza w # 0.

Si osservi che R(s) = Ry € una soluzione stabile dell’equazione (4.42) nel

senso che il diagramma delle fasi (R, R') nelle vicinanze del punto (R;,0) &
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composto da orbite chiuse. Quindi se R(0) = «, con « abbastanza vicino a
Ry, la funzione R(s) soluzione dell’equazione (4.42) con dato iniziale R(0), ¢
periodica in s e limitata. Si ottengono quindi soluzioni ;(s,t) j =1,2,3,
del sistema (4.4), con [|1;(-,t)]lc < oo che siano di tipo elicoidale, stretta-
mente omografiche, nel senso che non corrispondono a configurazioni centrali

costanti.

V(R)

Figura 4.9: Funzione protenziale con K # 0, vI' > 0

Sia ora ['v < 0.
In figura (4.10) ¢ raffigurato 'andamento del potenziale. Le soluzioni R?

e R (4.44) dell’equazione

dv.

@ 4.4
R/ = (4.45)

esistono per ogni K, ma solo una delle due ¢ positiva. In particolare al variare

della positivita di v e I' si ha che I'unica soluzione reale positiva dell’equazione
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V(R)

Figura 4.10: Funzione protenziale con K # 0, vI' <0

(4.45) &

R <F —I?2 —16m20vT K2

1/2
> se I'>0ev<0
Ay

. <r +T? — 16720 K2

1/2
) se I'<Oev>0.
4y

Le due soluzioni R(s) trovate sono stabili nel senso specificato precedente-
mente; otteniamo quindi altre soluzioni di tipo elicoidale, omografiche del

sistema (4.4), con N = 3 e intensita I'; =T".



Capitolo 5

STABILITA’ DELLE
SOLUZIONI DI MOTO DI N
FILAMENTI VORTICOSI
QUASI PARALLELI

In questo capitolo si trattera della stabilita delle soluzioni di moto di N
filamenti vorticosi quasi paralleli. Riportiamo un teorema dovuto a Kenig,
Ponce, Vega [6] sulla stabilita della soluzione del sistema di moto per N
filamenti di vortice quasi paralleli, corrispondente a tre filamenti di vortice
paralleli della stessa intensita. I risultati contenuti in questo capitolo sono
tratti da [6], [10] e [3] per i teoremi (5.2) , (5.3).

Supponiamo che i filamenti di vortice siano quasi paralleli all’asse z e
indichiamo con v;(s,t) € C*(R,C) la funzione che rappresenta la posizione

del j-esimo filamento di vortice alla quota s e al tempo t. Ricordiamo che

81
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la velocita con cui si muove ogni punto di ciascun filamento ¢ data dalla
somma di due contributi: il primo dovuto dall’autointerazione di un filamento
vorticoso con se stesso, il secondo dalla mutua interazione di ogni filamento
con gli altri. La velocita autoindotta e stata approssimata con il modello della
L.ILA. mentre si e ritenuto che la mutua interazione tra i vortici avvenisse
come se i vortici fossero perfettamente paralleli. In base ai modelli considerati
il moto di N filamenti di vortice quasi paralleli, ognuno di intensita I';, &

governato dal seguente sistema

oy 0%, Uy ¥ — :
4T, + L A j=12....N
ot { 7 0s? ; 21 |1, —¢k|2} (5.1)

1¥;(s,0) = ¥j0(s)
Definizione 5.1 (Stabilita secondo Lyapunov in H') Sia ¢9(s,t) una
soluzione del sistema (5.1) con dato iniziale 1 4(s). Sia v;o(s) € H'(R,C)

[&

¢j(87t) = ¢?(S7t) + Uj<57t)

soluzione del sistema (5.1) con dato iniziale ¥ (s) + vjo(s).
Diciamo che la soluzione z/z?(s,t) e stabile secondo Lyapunov se esiste
§ > 0 tale che per ogni v;o(s) € H'(R,C) con ||vjollm < 0, esiste una

costante C' > 0 tale che ||v;(s,t)||m < Cd per ogni t.

In particolare studieremo la stabilita dei moti di equilibrio relativo cor-
rispondenti a configurazioni costanti, cioe soluzioni del sistema (5.1) del

tipo
V(s t) = e™e™¢; j=1,...,N (5.2)

nel caso in cui NV = 3 e le intensita I'; identiche tra loro al valore I'.
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Nei capitoli precedenti si e dimostrato che se i filamenti di vortice hanno la
stessa intensita, allora le configurazioni costanti si possono ottenere ponendo
1 punti §; ai vertici di un N-poligono regolare di raggio R, dove IR dipende
da N, T' e dalle frequenze v e w (4.17). Le soluzioni di questo tipo sono
invarianti per rotazione dell’N-poligono regolare di raggio R ai vertici del

quale si posizionano i punti §;.

Definizione 5.2 Siano I'; = T' per ogni j e siano v e w fissati. Defini-
amo classe di soluzioni corrispondenti a configurazioni costanti
Conf(R) Uinsieme di tutte le soluzioni del sistema (5.1) di tipo elicoidale

corrispondenti a configurazioni costanti

Conf(R) = Y (s, t) = eMesE,, & vertici (5.3)

di un N—poligono regolare di raggio R

Per le soluzioni del sistema (5.1) che siano configurazioni costanti defini-
amo un diverso concetto di stabilita, piu debole rispetto alla stabilita secondo

Lyapunov.

Definizione 5.3 (Stabilita delle configurazioni) Sia (s, t) una confi-
gurazione costante, soluzione del sistema di moto di N filamenti vorticosi
quasi paralleli della stessa intensita T, 1/1? € Conf(R).

Diciamo che la soluzione 1/}? ¢ stabile se esiste 6 > 0 tale che per ogni
vj0 € H'(R,C) con ||vjollmm < & allora la soluzione 1;(s,t) del sistema (4.4)
con dato niziale wg(s,O) + vj0, puo essere scritta, ad ogni istante t, nella

forma

(s, t) = (s, t) +v(s,t) 1b; € Conf(R)
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e sup, [D0;(s, )12 < €6 ¢

Wjj(sat) - Q{]k(&t)‘Q 1 ?
|¥5(s,8) — (s, £)[? B

per una opportuna costante C' > 0.

Osservazione. Secondo la definizione precedente diremo che un moto di
tipo elicoidale 1);, corrispondente ad una configurazione costante §;, ¢ sta-
bile se per ogni tempo ¢ la soluzione che si ottiene a partire da una piccola
perturbazione in norma H' del dato iniziale, rimane in un certo senso vici-
na, non necessariamente alla soluzione v; di partenza, ma ad una qualsiasi
soluzione della stessa classe di ¢;. In questo senso si intende che tale concetto
di stabilita e piu debole rispetto alla stabilita secondo Lyapunov.

In seguito, se non espressamente indicato, si intendera per stabilita il
concetto espresso nella definizione (5.3).

Nelle prossime sezioni di questo capitolo riportiamo un teorema dovuto a
Kenig, Ponce, Vega [6] in cui si prova la stabilita, per piccole perturbazioni
in norma H! del dato iniziale, della soluzione del sistema (5.1) nel caso in
cui N =3 el; =T, data da tre filamenti di vortice perfettamente paralleli.
Dalla stabilita della soluzione descritta da 3 filamenti di vortice perfettamente
paralleli, per Iinvarianza galileiana descritta nel teorema (4.4) si ricava la

stabilita di ogni configurazione costante, soluzione del medesimo problema.
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5.1 STABILITA’ PER TRE FILAMENTI DI
VORTICE PERFETTAMENTE PARAL-
LELI

Questa sezione e dedicata alla dimostrazione della stabilita della soluzione
del sistema (5.1) nel caso in cui N =3 e I'; = I, ottenuta a partire da 3 fila-
menti di vortice perfettamente paralleli posizionati ai vertici di un triangolo
equilatero.

Ricordiamo che ’evoluzione di N filamenti di vortice perfettamente pa-
ralleli X;(s,t) = X;(¢) ¢ data dal seguente sistema di equazioni differenziali

ordinarie

d T X;(t) = Xu(t .
—Xj(t):Z;ﬁ|Xj(§))_X:((t))‘2 j=1,...,N (5.4)

Inoltre, se I'; =T e (X71(0), X5(0), ..., Xn(0)) sono posti ai vertici di un N-
poligono regolare, allora ciascun filamento ruota ottorno al centro di vorticita
con la stessa velocita angolare e costante nel tempo.

Introduciamo le funzioni a valori complessi u;(s,t) e poniamo

by(s,t) = U (s,t) +uy(s,t) j=1,...,N

con ¥9(s, t) una qualsiasi soluzione del sistema (5.1). Allora ¢;(s, t) € soluzione

del sistema (5.1) se le funzioni u;(s,t) soddisfano le relazioni

i y V9 — oy
%_Z{ 8@ *Z%(w iﬁfwg—wzkv)}'
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Dal momento che

i — Yy, ¢D—¢2

WJ ¢k|2 (| wg|>2
1/} ¢k - @Z) 7vZ)k 0 __ 10 1 . 1
a | — i |? U %)(rwj — 2 90— w2|2>
Uj — Ug

T =l = ()P
0)<QR€((1/’? — ) (a; — ﬁk)) — |u; — Uk!2>
7 = — (uj — wp) [P0 — 92

(15 —

si ottiene il seguente problema al valore iniziale per le funzioni u;(s, t)

( Ou. ) 82 . . r B

R D D e ey
T 236<(¢0_¢k)(aj—ﬂk)) _|“j_“k‘2) (5.5)
—HZ 27‘('( I wk)( WO R — (uy —Uk)|2’¢?_¢l?;|2

Siano X (t), Xa(t), X3(t) le equazioni che rappresentano 1'evoluzione nel
tempo di tre filamenti di vortice perfettamente paralleli, soluzione del sistema
(5.4) con dato iniziale (X;(0), X2(0), X3(0)) vertici di un triangolo equilatero
di lato d e intensita I'; = I'. Il prossimo teorema afferma la stabilita della

soluzione X (t).

Teorema 5.1 (Stabilita configurazioni costanti)
SiaN=3el';=T,75=1,2,3. Se (X1(0), X2(0), X3(0)) formano un tringolo
equilatero di lato d > 0, allora esiste § = §(d,I') > 0 tale che per ogni
(u1,0,u20,uz0) € (H'(R,C))? con

3
p=> llujollm <9,
j=1

il problema al valore iniziale (5.1) ammette un’unica soluzione globale
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(11,19, 13)(s,t) che puo essere scritta nella forma
¢j<87t):Xj(t)_uj(Svt)7 ]:172a3

dove (X1, X2, X3) € soluzione del sistema (5.4) e (uy,us,us)(s,t) € l'unica

soluzione del sistema (5.5), con
u; € C(R,H'(R,C)), j=1,2,3.
[noltre

(F2/| ¢gst|2ds+z / W (s, t)F 1>2ds)

g)\

dove la costante A > 0 dipende da d e da p con M) | 0 quando | 0 e

d

La dimostrazione del teorema precedente si divide in due fasi:

- nella prima parte si formula una teoria dell’esistenza locale delle soluzioni
del sistema (5.1). Si determinano le condizioni dei dati iniziali affinche il sis-
tema (5.1) ammetta una soluzione locale, quindi si stabiliscono le condizioni
per cui tale soluzione locale possa essere estesa ad una soluzione globale;

- nella seconda parte si dimostra che nelle ipotesi del teorema (5.1) la
soluzione locale verifica le condizioni per cui possa essere estesa ad una
soluzione globale.

Prima di cominciare con la dimostrazione enunciamo due teoremi di

analisi funzionale.

Teorema 5.2 Sia u € H'(R). Allora
142 loo < Cllull2]lw'|] 2 (5.6)

per una opportuna costante C' > 0.
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Dimostrazione. Per ognit € R si ha

e - [ L () s

infty

IA

/_ u(s)| ol (5)] ds < / " ofu(s)|u (s)] ds
< Ol 22 - (5.7)

La tesi segue dal fatto che H'(R) C C(R).

O

Teorema 5.3 (Disuguaglianza di Young) Siano a,b> 0, e p,p’ > 1 tali

1,01 _
che 5 4 = = 1. Allora
1 1
ab < —a? + =b7 . (5.8)
p p
Dimostrazione. La funzione logaritmo ¢ concava su (0, 00) quindi
1 1 1 1 /
log (—ap + —/bp> > —loga” + —logV” =logab .
p p b p

Quindi

1 1
abg—a’”r—,bp .
D D

5.2 TEORIA PER L’ESISTENZA LOCALE

Una soluzione del sistema (4.4) si ottiene considerando soluzioni X (t) del
sistema di equazioni differenziali ordinarie (5.4) e le corrispondenti soluzioni

u;(s,t) del sistema (5.5).
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Si consideri per la soluzione del sistema (5.4) una configurazione iniziale

data da (X;(0)) con
inf 1X,(0) ~ X,(0)] >d >0 (5.9)
J

Per i teoremi di esistenza locale e di continua dipendenza dai valori iniziali

delle soluzioni di ODE, esiste

tale che il sistema (5.4), con dati iniziali (X;(0)), ammetta un’unica soluzione

X;(t) nell'intervallo di tempo [0, Tp] con

inf inf | X () — X4 ()] >
ﬁ&ﬁ%|x> k()| >

N |

. (5.10)

L’esistenza locale per le soluzioni del problema (5.1) segue dal prossimo
teorema che stabilisce le condizioni per cui si abbia esistenza locale delle
soluzioni u;(s,t) per il problema (5.5), con X;(¢) in luogo della generica

soluzione 7 (s, t).

Teorema 5.4 (Teorema esistenza locale)

Sotto le ipotesi (5.9) e assumendo che I'; #0, j=1,..., N, allora esiste
d=46(d;N;T'y) >0

tale che per ogni ujo € H'(R), j=1,...,N, con

N
> lujolla <6,

j=1
esiste T' € (0,Tp] con T' = T'(6;d; N;TI';) > 0 tale che il problema al valore

iniziale (5.5) abbia un’unica soluzione locale

%ecﬁqﬂzﬂwm) j=1,...,N
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con
fnf[1XG(0) — Xi(t) — (u;(- 1) —ui(-, 1)) [oo = ’
inf in — (ui(-, t) — ug(- o> = .
t€[0, T k) k Jh R 4
Inoltre la mappa che al vettore iy = (urp,...,uno) € (H'(R))N associa

(-, t) = (uy,...,un)(-,t), definita da un intorno dell’origine di (H*(R))Y in

C([O,T] : (Hl(R))N> ¢ localmente lipschitziana.
Dimostrazione. Definiamo 'operatore
i 0([0,T0] : (Hl(R))N> - o([o,:ro] : (HI(R))N) (5.11)
nel seguente modo:
(q)ﬁ)-(t) _ thasu +_/ S (t— t82zrk< Vj — Vg
’ 7" [ X — X = (v — vp) ]2

2Re((X; — Xp)(u; — ur) ) — Ju; — ug)? o
‘)gj — Xi — (u; — uk)\2>|Xj — Xi? ))(t)dt :

+ (%5 - X0
Un vettore ¥ & soluzione del sistema (5.5) se
P(v) =0 (5.12)

cioe se ¥ ¢ un punto fisso dell’operatore P.
Dimostriamo che, sotto opportune condizioni, ® ¢ una contrazione quindi,
per il teorema delle contrazioni, ® ammette un punto fisso.

zT]- t832

Essendo 'operatore e unitario su L?, calcoliamo

0 52
6S(CI)U) (t) = eTitds 9 V.0

i S (t—t)9? { (v — Vi)
— r
o Z "UX, - X,c (v; — )2

@o&«&—xma@—mm+@m—mﬂm—w>
| Xj — X — (v — o) [*

+
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(236((Xj — X3)(0s(v; — @k))) — Oslvj — Uk|2> (Xj — X&)
[ X5 — Xe?| X — Xy — (05 — ) ]2
(236(()@ — Xi) (95 — @k)) = |v; — Uk|2> (X; — X)
( | X = XX = X — (v — o) [* >
( - 2Re<(xj — X3)(0,(0; — @k))) + v, — m?) }(t’) dt’ .

+

Per § > 0 abbastanza piccolo, dipendente da d, se v € C([O, T): (HI(R))N>

con

N
sup 7 oy, 8) < 20

te [O,To] j=1

allora

e ey () — - >
BB P00 0t~ Dl 2

A~

Introduciamo la notazione

Hvilllzy = sup [lo;(-D)llp,  pe[l,00], T € (0,T]
te[0,T)

N
INED VP
j=1

Allora esiste una costante C, incrementata di volta in volta se necessario, per

cui
B} C|r|T
12@)jlllr < llugoll + —5— > s = vel e
oy
c|r|\r
—5 > vy = vlllzool 1y — villz2
oy

e

. C|r|T
1105(@0)jlllz2 < [IOsuzoll2 + =5~ > 0w = ve)lllr2
oy
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C|T|T
+ o > vy = villlzoo 105 (05 = vi)l 12
k#j
c|\r\r
b S oy — el Blloney - w0l
ki
C|T|T
+ S 2l = el el 192 (0 = w)llza
ki
Per il teorema (5.2) si ha
[y = velllee < Mo = villlz210s(v; = vl -
Inoltre
llo; = vtz < Hollra + o = klliz
119405 = v)lllra < 16sJosllra + [9senlllza -
Quindi
N N
> (119@slllra + 10.2(@);llz2) < 3 (lwsolle + 9.0l
N
3/2 1/2
+CTY (Z<|||Uj|||T,2+|HUk|||T )+Z lvs = el 173110, (0 = w13
J=1 N k#j
+Z(ma|vju|m+|uavkmm) Z(Hm oul 1731104 (05 = w173
k#j k#j
+ 3 (lles = vellz2llon s — w132
k#j
+ 3 (s = wlIE00.00; - ol135) )
k#j

dove le costanti C' dipendente da d e |['|.

Per T' > 0 abbastanza piccolo

N N
> (H19@lllra + 110:2(@)llr2) < 23" llosollm < 25 .

(5.13)
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Analogamente, per T' > 0 abbastanza piccolo

N

(|||<1><*— D)jlllza + 10,0(7 — @);

2) <
ii(mv Jilllza +110.(7 = @);ll2) -

Le (5.13) e (5.14) provano che l'operatore ® sia una contrazione sulla

(5.14)

palla di raggio 20 centrata nell’origine di C([O, T : (Hl(]R))N>. Allora, per
il teorema delle contrazioni, esiste un elemento di C ([0, T): (H 1(R))N> che
sia punto fisso per ® e quindi soluzione del sistema (5.5) nell'intervallo di
tempo [0, 7.

Dalla dimostrazione precedente segue che ’esistenza locale della soluzione

puo essere estesa ad ogni intervallo [0, 7%] se vale la seguente stima a priori:
(v = ve) (- D)oo < M Vi€ [0,T7]
per una opportuna costante M > 0, indimpendente da 7™, e
. d .
Inf [|(X; = Xe) (1) = (v — o) ( )l 2 5 VL E[0,T7]

con X;(t) soluzione del sistema (5.4).

Le stime precedenti esprimono il fatto che una soluzione locale v fino al
tempo T' possa essere ulteriormente estesa per un ulteriore intervallo di tempo
se U(s,T') si trova abbastanza vicina ad una soluzione X;(7") del sistema
imperturbato. Si osservi inoltre che il termine d/4 della relazione precedente
non ¢ fondamentale; 'importante ¢ che sia una costante maggiore di zero,

cioe i filamenti rimangono ad una distanza reciproca diversa da zero.
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5.3 ESISTENZA GLOBALE
DELLA SOLUZIONE

In questa sezione concludiamo la dimostrazione del teorema (5.1) riguardante
la stabilita della soluzione del sistema (5.1) data da tre filamenti di vortice
perfettamente paralleli, aventi la stessa circolazione, la cui intersezione con
qualsiasi piano perpendicolare ai filamenti e un triangolo equilatero.

Poniamo (X (), Xa(t), X3(t)) la soluzione descritta con dato iniziale
(X1(0), X5(0), X3(0)) e

by(s,1) = X;(t) = (s, 1)

con la perturbazione a valori complessi o(-,t) € H'(R) per ogni t. Allora
1;(s,t) € soluzione del sistema di moto se v;(s,t) ¢ soluzione del sistema
(5.5) con dato iniziale u;(s).

Ricordiamo che se I'; =T, j = 1,2,3 e (X1(0), X2(0), X3(0)) forma un
triangolo equilatero di lato d > 0, allora

1X;(t) — Xu()| =d j k=123 WeR.

Inoltre le soluzioni del sistema (5.1) soddisfano le seguenti leggi di con-

servazione
N
Gw r;r
H=— / > (- J‘+Z ~~E 1og v - ol?)) ds
7=1 k>j
N
A=Y0T [0t 0P ds (5.15)
j=1
esel'; =TI, 7=1,..., N siconserva la quantita

ZZFQ/WJ (5,1) — (s, 1) ds .

=1 k>3
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Osservazione. Nel caso di filamenti di vortice quasi paralleli le quantita
appena scritte non sono finite, dal momento che ogni integranda non tende
a zero per s che tende all’infinito.

Nella sezione precedente si ¢ dimostrato che il sistema (5.1) ammette
una soluzione locale nel tempo a partire da un dato iniziale che sia una
piccola perturbazione rispetto alla configurazione di N vortici perfettamente
paralleli. Nella dimostrazione che segue mostreremo che nel caso di N =3 e
I'; =1 7 =1,2,3 la soluzione locale si estende ad ogni intervallo di tempo.
Dimostrazione del teorema (5.1) Sia N =3 eI, =T j = 1,2,3.
Sia (X71(0), X2(0), X3(0)) la configurazione iniziale data da tre filamenti di
vortice perfettamente paralleli, tale che | X;(0) — X3 (0)| =d j,k=1,2,3¢€
(X1(t), Xa(t), X3(t)) la soluzione al tempo ¢. Allora

X;(t) - Xo®)| =d 5 k=1,2,3 Vi (5.16)

e si conserva nel tempo la funzione Hamiltoniana

H = ZZ /10g|X X2 ds

j= 1k>]

= ZZ /logdzds

=1 k>j
Se ¢;(s,t) = X,;(t) —v;(s,t) e soluzione del sistema (5.1) allora si conserva

nel tempo la corrispondente funzione Hamiltoniana

O |2 > 2
Z/‘ il ds +;;E/1ogwj—wk|2ds.

Quindi rimane costante nel tempo anche la differenza H* = Hy — H;

3
g — Z/‘f% s +;;;/10g(l%;2¢kl2)d
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Inoltre essendo le intensita tutte uguali tra loro si ha la conservazione delle
quantita

1 N
_—WZZFQ/des

=1 k>j

ZZFQ/WJJSIS — (s, )|* ds

=1 k>j
e della differenza I* = I, — [

o= —ZZW/(szt) Uuls, O — ) ds

=1 k>j

_ Zzpz/ (o) = s OF 4y 4,

=1 k>j

Consideriamo quindi la quantita displaystyleW = —H* + ;—2[ *

W o= Z/‘a%
n ZZ [ (10 (ol | Wit —olsOF Y,

=1 k>j

allora, essendo somma di quantita conservate, anche W si conserva nel tempo.
Sia 1;(s,t) = X;(t) — v;(s,t) con ¢ € C([0,T] : (H(R))?) una soluzione

locale del sistema (5.1), con

3
> ugollm =g -
j=1

Allora poniamo W (¢)(t) = W(¢)(0) = A. Mostriamo che A | 0 quando

plo0.
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Notiamo che se z € [1/4,4] allora
f(z) = —log(x) + v — 1 < 100(z — 1)?

Ponendo

ey — ?
=

(ZL'—]_)2 (W’] dka 1>2 _ (‘X]—Xk ;Q(Uj—vk”z _1>2
(—2R€(XJ — X — k)(Uj — 'Uk) + ’Uj —
d2

in quanto [(X; — X;)(t)]* = &>
Se v; € H'(R) allora la quantita (5.3) appartiene ad L'(R). Infatti

—2Re(X; — X — k)(vj — vx) + |vj; — ve|?
( ? )
A, = X = bPley — wl? + Iy
2 7

8 2
E/\vj v |? ds+d4| vk|00/\vj—vk|2ds.

Quindi se V(s,t) € R x [0, 7]

_vk|4‘ds <

<y — ) 1)] < 20 (5.18)

si ha

A=W(t) = W(0) < ZF—Q/yasudes
+100—ZZ/ e(X; — X’“)(ZZZ_ o) + [t = el ) ds .

=1 k>j

Applicando la formula (5.6) all’ultimo integrale della relazione precedente,

otteniamo
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/ <_2R€(Xj — X)) (vj —ve) + |vj — Uk|2>2 ds

d? =
2/4d2|vj—vk|;4+ |Uj—vk|4d <
71 (8 [ Qosal + Tonol®) ds -+ 1oso = vealle [ Toso = onol? ds) <
i (8 [ (sl + owaPys

+ellozo = vrall0u(eso — vea)le | Ioja — veolds) <

7 (8d2 /(!Uj,0|2 + ok ol?)ds + cllvio = vkoll3]|0s(v50 — Uk,o)||2>

quindi A(u) | 0 per p = 2321 [vj0llm L 0.

D’altra parte se per un certo ¢ fissato vale la (5.18), allora

~log (Wj —¢k|2) n | ;2¢k|2 1> 10(|¢g d21/1k|2 1>2 _

d2

Quindi
A< Z / ‘8%

Dalla relazione precedente cerchiamo una stima di

7
Sia
M (s, 1) = L5 = ;/};x-,tn
allora
5y Mon(o.0) = ST Y+ (s )0y — )

1 I? P — ¢ 2
104WZZ/‘ : _1) ds =0

65 = 80, DI,
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Per la formula (5.6) e la disuguaglianza di Young (5.8) si ottiene

15 — ) (DI ’(% — ) 8) 1H2 1<
& 2 -

d? _ o
1 +CH |(”¢J - Z;)(,t)ﬁ B HWH(% — wk)asgfj _ %)(',t) Hl/z -
40m) 4 N 19— ) (- 1) o 2
( fE g dl/z =10, (45 = i) (5 Dl <
. 25/4(407r)1/4 \L/2 H(% )( )H1/2
+c T dL/2 1/2 dl/z / —/ /
L[1(¥5 — ¢n) (5 )l 25/3(40m) /3, AV/2\ 4/3
bt 4 : d2 4 4/ T4/3 <d1/2>

d
Ne segue quindi che se 3 < |(%j — ¥x)(s,t)| < 2d per un certo t e per ogni s,

allora

§||(¢j_ DICII[F <142 4/325/3(407r)1/3 ()\1/2)4/3
4 d? 1° r4/3 d1/2

quindi

4 25/3(40m)Y/3 A2\ 4/3
o . 2 2( = 4/3
5 = o) DIE < (5 + o —(55) )

Analogamente, se ¢ < |(¢; — 1)(s,t)] < 2d per un certo ¢ e per ogni s si

ottiene la seguente relazione

H (% _77Z)k)('at)|2 1H <

1/2
H' kua ) ()1l (5.19)
d1/2
25/4 4071')1/4 )\1/2
T d1/2 ’
25/4(4071')1/4

Di seguito poniamo K = ¢ T
Quindi finche esiste una soluzione locale in un intervallo di tempo [0, T
che soddisfa la condizione ¢ < [(1; — ¥x)(s,t)| < 2d per ogni s € R e per un

cert t € [0,7], allora dalla (5.19) segue che

o ,t )\1/2

sup sup
te[0,T] s€R d?
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La relazione precedente esprime il fatto che per A abbastanza piccolo la con-
figurazione v;(s,t) ¢ tale che per ogni s e per ogni t € [0,7] la mutua dis-
tanza tra i filamenti rimane prossima a d, quindi vicina ad una soluzione del
problema impurturbato.

Infatti dalla (5.20) si ottiene per ogni(s,t) € R x [0, 7]

N2 (= i) (s P =1 N2

_Kd1/2 < 2 = /2

e per A abbastanza piccolo

)\1/2
ar

1/2

>1/2d < (& — ) (s,8)| < d(l + K—>1/2 < 2d .(5.21)

d
§<<1—K P

Inoltre, essendo
(5 = ) (s, )] = [(X; = Xp)(8) — (v —we)(s,1)] <2d V(s,t) € R x[0,T]
per la (5.16) si ottiene

llv; = velllroe = sup [l(v; —vk) (- D)oo < 3d . (5.22)
t€[0,T]

Quindi la tesi segue dalle stime (5.21), (5.22) e dal fatto, provato in prece-
denza, che A(u) | 0 quando p | 0.

O

Osservazione. Si osservi che la dimostrazione si basa sul fondamentale
fatto che le distanze tra i filamenti di vortice siano tutte uguali tra loro e
costanti per ogni tempo t e per ogni s. Questa condizione puo essere ottenuta

solo nel caso in cui il numero di filamenti sia 2 o 3.



Appendice A

VARIAZIONE DI UN
FUNZIONALE

In seguito e definito il concetto di variazione di funzionale nella forma in cui e
stato usato nel corso di questa tesi. Quanto segue ¢ tratto da [9]; si consiglia
[12] per approfondimenti.

Sia u(x) € C*°(R) e F un funzionale definito come
b
F(u) = / F(z,u, Uy, Uy, -..) dT .

con F differenziabile in tutte le sue variabili.

Sia du(z) una variazione della funzione u(z) e si pone

d
du, = —du. (A1)

Calcoliamo la variazione del funzionale F' dovuto ad una variazione du

della funzione u.

101
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Definizione A.1 Si definisce prima wvariazione di F rispetto a du la
quantita

F (u; 5u) = lim é[F(u +2ou) — F(u)] .

Calcoliamo d F'(u; u).
b

1
OF (u;0u) = lim— | F(x,u+ edu,uy + €0Uy, Upy + E0ULy, - - .)

e—0 & a

—F(x, U, g, Uy, - . .) dT

b
1
- /lim—(]—“(m,u—i—eéu,um—|—55ux,um+65um,...)

e—0 &

—F(z,u, Uy, Uy, - - )) dx

b OF oF oF
= /a <%5U + a—uzéux + M(Sum + .. > dx

per la (A.1), integrando per parti la relazione precedente, si ottiene

"OF OF b (" d OF
OF (u;du) = ) %dejt(auwdua—/a &8%51”13:)
OF . b [*d OF
+(aum5ur a—/a &—auméuzdx> + ...

Integrando ulteriormente per parti tutti gli integrali contentenenti il termine

0., si ottiene la relazione

b 2
oF doF d° OF
5F(u,(5u) = /CL‘(ST,L(%—&aum—i-@auxx—)dl'

oF oF d OF

a

dove 'ultimo termine ¢ il contributo al contorno.

Se scegliamo la variazione du tale che

du(a) = du(b) =0, du(a) = du,(b) =0...
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allora il termine al contorno si annulla e rimane

OF (u;du) = <f5—5,5u>

con

OF 0F d0F & 9F

Su Ou  dxOu,  dx2Ou,,




Appendice B

ESISTENZA E UNICITA’
LOCALE DELLE SOLUZIONI
PER O.D.E

Riportiamo alcuni classici risultati, fondamentali nella teoria delle equazioni
differenziali.

In particolare dimostriamo alcuni teoremi riguardanti le soluzioni di un
sistema di equazioni differenziali ordinarie con dato iniziale [12]. Siamo in-
teressati al metodo con cui sono stati ottenuti i risultati, perche lo stesso
metodo si applica per la ricerca di soluzioni di qualsiasi sistema di equazioni

differenziali con dato iniziale.

Definizione B.1 (Funzione lipschitziana.) Sia f: R""' D D — R", D
aperto. Si dice che f = f(t,y) & lipschitziana in D rispetto ad y, uniforme-

mente in t, se esiste una costante L tale che

17t y) = f(t2)] < Llly — 2| (B.1)
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per ogni coppia di punti (t,y), (t,z) in D.
Si dice che f = f(t,y) & localmenete lipschitziana in D rispetto ad vy,
uniformemente in t, se ogni punto di D ha un intorno per cui vale (B.1),

con L dipendente dall’intorno. L ¢ detta costante di Lipschitz.

Teorema B.1 (Teorema di esistenza e unicita locale)
Sia f: D — R", con D aperto in R""!. Se

i) [ continua in D,

ii)f e localmente lipschitziana in D, rispetto ad y e uniformemente in t,
allora, per ogni punto (1,€) € D esiste un intorno Is di T, I = [T — 9,7+ ],

nel quale é definita una soluzione ¢ del problema di Cauchy
y(r) =¢

Tale soluzione e unica, nel senso che ogni altra soluzione coincide con ¢

(B.2)

nell’intervallo comune di definizione.

Useremo in seguito la notazione ¢(t;7,¢) qundo servira mettere in evi-
denza il dato iniziale ¢(7) = &. Si osservi che, essendo f continua in D, la
soluzione ¢ risulta essere di classe C*(I5).

Per la dimostrazione del teorema ci servirermo del seguente lemma.

Lemma B.1 Valgano le ipotesi del teorema (B.1). Se ¢ € C(Is) ¢ soluzione
del problema di Cauchy (B.2), allora ¢ soddisfa la sequente equazione inte-

grale.

y(t) =&+ /t f(s,y(s))ds Vtels. (B.3)

Viceversa, se ¢ € C(I5) & soluzione di (B.3) allora ¢ € C'(I5) ed ¢é soluzione
del problema di Cauchy (B.2).
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Dimostrazione. Sia ¢ € C''([;) soluzione del problema (B.2). Integriamo
¢ traTet, te ls. Usando il teorema fondamentale del calcolo integrale e la

condizione iniziale ¢(7) = &, si ottiene

ww—g:/fw@@»w

cioe la (B.3).
Viceversa, sia ¢ € C(I;) soluzione di (B.3), allora ¢ ¢ automaticamente

C'(Is), essendolo la funzione f: f(s,6(s)) ds. Derivando la (B.3) si ottiene

o(t) = f(t,0(t) Viels
e, sostituendo ¢ = 7 nella (B.3), si deduce ¢(7) = €.
|

Dimostrazione del teorema (B.1). Per il lemma precedente basta
mostrare che, per un opportuno ¢, I’equazione (B.3) ha un’unica soluzione in
Is. Interpretiamo tale equazione come equazione di punto fisso, introducendo

il seguente operatore:

mwwﬁwww—s+/7@w@»wteh (B.4)

ben definito sulle funzioni y = y(t) che hanno il grafico contenuto in D.
Risolvere 1'equazione (B.3) equivale a trovare ¢ € C(Is) che sia un punto
fisso per F, F[¢] = ¢.

Ci serviremo del teorema delle contrazioni di Banach-Caccioppoli: occorre
quindi trovare uno spazio metrico completo Y tale che F[Y] C Y, nel quale
F' sia una contrazione. Si osservi che Y = C(I5) non ¢ accettabile in quanto

vi sono funzioni in C'(Is) che non hanno il grafico contenuto in D.
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Siano allora a,b € R, tali che
U= {(t,y) eR"™ : [t —7[<a, |y—¢ <b}
sia contenuto in D.
Sia
Vi={oeCls) :|lo(t) =&l <b, vt € Is}

lo spazio delle funzioni continue in [y, il cui grafico sia contenuto in I'. Lo

spazio Y, dotato con la metrica della convergenza uniforme

d(, ) = max jg(t) — ()]

¢ metrico completo. L’operatore (B.4) ¢ ben definito in Y. Rimane da
scegliere 0 tale che:

i) FIY]CY,

ii) F' sia una contrazione in Y, ovvero che esista o, 0 < a < 1, tale che

d(F[], FI{)) < ad(e, ¥).
Occupiamoci di i).Chiaramente se ¢ € Y, allora anche F[¢] € C(I;).

Poniamo M = (max || f(t,y)]|. Ne segue che, per ogni t € §

| (9] fH—H/f d5H<’/||f Nds| < Mt —7| < M6 .

Quindi, se M0 < b, cioe § < 77, allora F¢] € Y.
Passiamo ora alla ii). Per ogni coppia ¢,1 € Y e ogni T € I, detta L la

costante di Lipschitz di f relativa al compatto I', si ha
17610 = PRI = || [ (7009 = £ts,015D) s

| / 1 (5,605)) — £l () ds

IN
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IN

£ [ 166) — vis)las] < 2l = vl d(o.0
< Lod(o,v) -

Scegliendo § < % si ottiene che F' e una contrazione di costante Ld < 1.
Quindi se 6 < min{a, b/M, 1/L} esiste un unico punto fisso per F' in Y.
D’altra parte se ¢1 ¢ un’altra soluzione dell’equazione (B.3), necessaria-

mente ¢; € Y e quindi coincide con I'unico punto fisso di F'in Y.

Teorema B.2 (Dipendenza delle soluzioni dai dati iniziali)
Sia f : D — R", D aperto di R""' e f = f(t,y) continua e localmente
lipschitziana rispetto a y, uniformemente in t. Supponiamo che per ogni
(1,€) in un intorno A di (10,&) € D, ogni soluzione ¢(t;1,§) sia definita in
un intervallo comune [Ty, 73] .

e (1,€) — (10,&0), (1,€) € A, allora ¢(t;7,§) — ¢(t;70,&) uniforme-

mente in t € [Ty, T].

Per la dimostrazione ci serviremo del seguente lemma.

Lemma B.2 Siano I C R un intervallo e 7 € I. Siano inoltre u,v : I — R

due funzioni continue in I, non negative e sia c € R,. Se

<c—i—‘/ s)ds

vieR (B.5)

allora
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Dimostrazione. Siat > 7. Poniamo

w(t) = c+/ u(s)v(s)ds .

Allora w'(t) = u(t)v(t) < u(t)w(t), per ipotesi. Di conseguenza

d
dt

Segue che

e_/T “e) dsw(t) <w(t)=c

da cul la tesi.

—(w(t)e_ I u(s) ds) — o J7u) ds(wl (t) —u(t)w(t)) <0.

O

Dimostrazione del teorema (B.2) Restringendo eventualmente 1'in-

torno A di (79,&p), si puo trovare un compatto I' C D che contiene tutti i

grafici delle funzioni ¢(¢; 7, ) per (7,€) € A.

Siano M = (mz)mF IIf(t,y)|| e L la costante di Lipschitz di f in T". Dall’e-
t,y)e

quazione (B.3) si ha, per ogni t € [, 73]

o(tiT €)= €+ / F(s,0(s:7,€)) ds

t
otim&o) = o+ [ F(s.0(simi60))ds
70
Sottraendo membro a membro, si ottiene

[p(t;7,8) — o(t; 70, 0) | < 1I€ — ol
| £s. olsim0,60)) ds

+ H J! (f(s; o(s;7,€)) — f(s, gb(s;To’gO))) ds
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Da culi si ricava

16(t; 7,€) — (t: 70, &0) || < 1€ — &oll + M7 — 7o
+\ffL||¢(t;r,€) — o(t;70, &) ds| .

Applichiamo ora il lemma (B.2) in I = [, 7] con:
v(t) = [lo(t; 7,€) — ot 10, &)l ¢ = (1€ = &oll + M|T — 70| e u(t) = L .
Si ottiene, per ogni t € |11 7]
lp(t; 7€) — o(t; 70, 0) | < (/1€ = &ll + M7 — 7o) 270
La relazione precedente implica la tesi.
(I

Si rimanda a [12] per approfondimenti sui teoremi qui dimostrati e per

una teoria pit completa sulle soluzioni del problema di Cauchy (B.2).
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